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@ Théme |. Ondes et signaux (Oscillateurs)

TD n°5  Oscillateurs mécaniques et
électriques libres harmoniques — Corrigé

Exercice n° 1121314151678
Capacités
Etablir et reconnaitre I’équation différentielle qui caractérise un oscilla- & &
teur harmonique.
Résoudre I'équation différentielle qui caractérise un oscillateur harmo- e

nique compte tenu des conditions initiales.
Caractériser le mouvement en utilisant les notions d’amplitude, de phase,
de période, de fréquence, de pulsation.
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Réaliser un bilan énergétique.

|  Exercices d'application directe du cours

Exercice n°1  Forces de rappel élastique
Pour chaque situation ci-dessous, exprimer la force de rappel élastique en fonction de k, ¢y (ou ley), x et .

fOn sera trés vigilant & U et & la relation entre £ et z (et si besoin d’autres constantes).

//////////
//////////
//////////

e — T

60 O Yz

xz(t) >Q
£(t)

Solution:

a) u, est dans le sens d’allongement du ressort, donc ? = —k(0(t) — C))uy

b) Vérifions la cohérence :
Si L(t) > fo, ? doit étre dirigé vers le point d’attache, donc ? cup < 0.
La formule proposée est bien cohérente avec cela, car pour £(t) > £y, (£(t)—£y) > 0, donc —k(¢(t)—£y) < 0.
c) D’apres le schéma, on peut écrire que £(t) = €y + z(t), avec sur la configuration représentée, x(t) > 0 et
g(t) > 60.
Ainsi | f = —ka(t)a@
_>

Vérifions la cohérence, sur le schéma, z(t) > 0 et la force est dans le sens opposé a ;.

D’apres la formule, pour x(t) > 0, ? - uy < 0, donc c’est bon!
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(1)

z(t) >0

a) w, est dans le sens de compression du ressort, donc 7 = —k(0(t) — L) (—ud) |,

donc | F = k(£(t) — 60)i

b) Vérifions la cohérence :

Sur le schéma, £(t) < £y, ? doit étre dirigé dans le sens de l'allongement, d’apres le schéma ? est dans

le sens opposé a u, donc < 0.

La formule proposée est bien cohérente avec cela, car pour £(t) < €y, (£(t) —£{o) < 0, donc k(¢(t)—{y) < 0.
c) D’apres le schéma, on peut noter que £(t) = ¢y — z(t) (avec x(t) > 0).

Ainsi ? = k(ly — x(t) — €o)uy, soit enfin ? = —ka(t)uy

Vérifions la cohérence, sur le schéma, x(t) > 0, et ? dans le sens opposé a ;. OK !

//////////
/////////

T

a) u, est dans le sens d’allongement du ressort, donc ? = —k(0(t) — C))uy

b) Vérifions la cohérence :
Si L(t) > Ly, ? doit étre dirigé vers le point d’attache, donc est de sens opposé au vecteur 17;, donc
%
“u, < 0.
La formule proposée est bien cohérente avec cela, car pour £(t) > £, (£(t)—{o) > 0, donc —k(£(t)—ly) < 0.
c) D’apres le schéma, en notant que x(t) > 0 et £(t) > 0 on peut écrire que £(t) = x(t).
Ainsi | T = —k(z(t) — &)@

Cohérence vérifiée immédiatement avec le fait que ¢(t) = x(t) et la vérification précédente.

Exercice n°2 Circuit LC

On étudie le circuit ci-contre.

Pour ¢ < 0, le condensateur est déchargé et aucun courant ne circule I
dans le circuit.

A Dinstant ¢ = 0, on ferme Dinterrupteur, ce qui connecte le gé- S
nérateur idéal de courant en parallele avec le condensateur et la i
bobine.

R1. Etablir équation différentielle vérifiée par lintensité i.

Solution:
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Loi des nceuds : Iy =i, + ¢

Relation de la bobine : u = sz

du

Relation du condensateur : i = C—
¢ dt 1o

Soit i LOd% — L |u
O1U 7 = —_— -
© dz2
o A%
insi : Iy = LC@ +1
d2i i I,
Enfin | — 4 — = —%
nhin e Y Io T 1o

R2. Identifier la pulsation propre du circuit.

Solution: On reconnait I’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation propre |wg = ﬁ

R3. Déterminer les conditions initiales nécessaires pour résoudre complétement 1’équation différentielle.

Solution:

peut pas subir de discontinuité, donc i(0%) = i(0~) = 0.

Pour ¢ < 0 aucun courant ne circule, donc i(0~) = 0. Or I'intensité du courant a travers la bobine ne

Pour t < 0, le condensateur est déchargé, donc u0~) = 0. Or la tension aux bornes du condensateur ne
peut pas subir de discontinuité, donc u(0) = u(07) =0
di di u(0T)
Oru=L—,d — (0" = —=—-~2=0
ru 3 done dt( ) 7

R4. La résoudre compte tenu des conditions initiales.

Solution: Solution générale : i(t) = A cos(wot) + B sin(wot) + Iy
D’apres les CI: i(07) =0= A+ [
de
et &(OJ“) = Buwy =0
Ainsi |i(t) = Io(1 — cos(wpt))

Exercice n°3 Ressort vertical

z
On considere le systéme ci-dessous, une masse m est suspendue a un ressort vertical (1)
de constante de raideur k et de longueur a vide /.
L’axe (Oz) est choisi vertical descendant et son origine est située a la position ng
d’équilibre de la masse. (@)
%
z géq

//////////
//////////

R1. Etablir Pexpression de la longueur du ressort & Péquilibre lsq en fonction de k, m, £y et g. Comparer l¢q et

Y.
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Solution:
— Systeme étudié : Masse M (m)
— Référentiel d’étude : Référentiel du laboratoire (terrestre) considéré galiléen a 1'échelle de I'expé-
rience

— Bilan des forces :
poids m? = —mg@};
force de rappel élastique F = —k(0(t) — bo)ul
A Téquilibre la résultante des forces est nulle :

m? + ? = 6) & —mg@ — k(leq — go)@ = 6), 50it | leq = o —

mg
k

On vérifie que lsq < €, car a I'équilibre, la masse comprime le ressort.

R2. Exprimer la force de rappel élastique en fonction de k, z, £, {o et me

Solution: La force de rappel élastique s’écrit T = —k(€(t) — L)z, or £(t) = Leq + 2(t), donc
mg

= —k(z(t) + log — LT, = —k (z(t) _ k) e

R3. Etablir I'équation différentielle du mouvement vérifiée par z et la mettre sous forme canonique. Exprimer
la pulsation propre wy.

Solution:
Pour établir I’équation différentielle du mouvement vérifiée par z, appliquons le PFD : md = m? + ?

m k
En projection selon Oz : mZ = —mg — k <z(t) — kg> & |24 —2z=0], qui est bien I'équation d'un
m

. . T 2 : k
oscillateur harmonique | 2 + wyz = 0|, de pulsation propre |wy = {/ —
m

R4. Résoudre I'équation du mouvement avec les conditions initiales suivantes : z(0) = 0 et 2(0) = —vy < 0 et
tracer z(t).

Solution: La solution générale de I’équation différentielle s’écrit : | z(¢) = A cos(wot) + B sin(wot)

Exprimons z a l'instant t =0 : 2(0) =0= A

Exprimons la vitesse : 2(t) = Bwg cos(wpt), donc 2(0) = —vg = Bwy < B = o
Wo
Ainsi | 2(t) = o sin(wot)
Wo

R5. Représenter l'allure de z(t).

Solution:
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R6. Etablir I'expression de I’énergie cinétique pour le jeu de conditions initiales précédent.

. 1 . .
Solution: Energie cinétique : & = —mwv?, or le mouvement a lieu uniquement selon I'axe (Oz), donc
U = zug, donc v? = || V|2 = 22

1
Avec 2(t) = vg cos(wot), on trouve | &, = §mv(2) cos? (wot)

R7. Exprimer ’énergie potentielle de pesanteur, I’énergie potentille élastique, puis I’énergie potentielle de M
totale en fonction de m, g, k, vy, wp et t.

) v
Solution: Energie potentielle de pesanteur : | &, = +mgz = —mg— sin(wot)
Wo

, 1
Energie potentielle élastique : &, glastique = §k(€(t) —£o)?, or £(t) = 2(t) + Leg

1 Vo . mg\?
Donc | &, dlastique = 51{: <wo sin(wot) + k:)
)y . . s v . 1 vy . mg\ 2
L’énergie potentielle s’écrit donc | &), = &, + &, dlastique = —Mg— sin(wot) + 51@ — sin(wyt) + k:)
wo Wo

R8. Exprimer I’énergie mécanique en fonction de vy, m, g et k. Commenter.

Solution: Calculons maintenant I’énergie mécanique :
1 1 2
& = .+ &, = —muj cos? (wot) — mg@ sin(wot) + =k (UO sin(wot) + mg)
2 wWo 2 Wy k

1 1 2 2
Soit &, = §mv(2) cos?(wot) — mg@ sin(wot) + 5]@ (2)% sin?(wot) + (mg) 190 sin(wot) X mg)

Wo wq k? wWo k
| k
Avec wy = -

1 1 2
Ona &, = imvg cos? (wot) —w%s’m(ﬁt)vL imvg sin?(wot) + (T;LZ) —i—@%ﬁ&iﬁ(ﬁt)
0 0

Avec : cos?(wot) + sin?(wot) = 1

(mg)
2%k

2

1
On obtient | &, = §mvg +

: I’énergie mécanique se conserve.
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[l Exercices d'approfondissement

Exercice n°4 Circuit LC

On étudie le circuit ci-contre. Pour ¢ < 0, le condensa-

teur est déchargé.

A Dinstant ¢ = 0, on ferme linterrupteur, ce qui

connecte le générateur idéal de fem FE constante au ETC
condensateur et a la bobine.

D L

R1. Etablir 'équation différentielle vérifiée par lintensité du courant dans le circuit.

Solution:
Loi des mailles : u. +u;, = F
du,
Relation du condensateur : 1 = C dqi
€
Relation de la bobine : u;, = Ld—z
dsi
Ainsiu.+L—=F
nsi u, + 1 ; "
U, 7
On déri taut — — =0
n dérive par rapport au temps at y %h?
7 7
Avec la relation d d t =+ L—=0
vec la relation du condensateur c + I
d?i 1
Enfin|— 4+ — =0
mn e e
., ) d2i 5.
Que l'on identifie avec 1 +wyt =

R2. Identifier la pulsation propre du circuit.

Solution: On reconnait 1’équation différentielle d'un | oscillateur har

monique |de pulsation propre|wy =

<]

R3. La résoudre compte tenu des conditions initiales.

Solution:
a l'aide des conditions initiales.
Pour t < 0, le condensateur est déchargé, donc u.(07) = 0. Or la t

ne peut pas subir de discontinuité, donc u.(0%) = u.(07) = 0.

peut pas subir de discontinuité, donc i(0%) =i(0~) = 0.

i(07) = A =0
di
Loi des mailles & t =0 : uz(0") + uc(07) = E, soit Lé(0+) +0=
di E
Enfin: —(0")=— =B
afin : 3 (07) = 7 = B

E
Soit |i(t) = T sin(wot)
“o

La solution générale s’écrit i(t) = A cos(wot)+ B sin(wot) dont les constantes d’intégration se déterminent

ension aux bornes du condensateur

Pour ¢ < 0 aucun courant ne circule, donc 7(0~) = 0. Or l'intensité du courant a travers la bobine ne

E

R4. En déduire 'expression de la tension aux bornes du condensateur.
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Solution: Loi des mailles :

uc(t) = E—ug(t)

ds
- p-I
dt
E
= E- LL—wOwg cos(wot)

= E — Fcos(wpt)

Soit | u.(t) = E(1 — cos(wot))

R5. Représenter les allures de u.(t) et i(t).

Solution:

Exercice n°5 Deux ressorts

Un point matériel M, de masse m, peut se déplacer sur une

tige horizontale parallele a 'axe Oz.
Il est relié a deux ressorts identiques de constante de raideur

k et de longueur a vide /. Q

x(t)

La distance entre les deux points d’attache est L = 2/. I

R1. Exprimer, en étant trés vigilant aux longueurs et aux sens, les deux forces de rappel élastique qui
s’exercent sur M (m). On commencera par les exprimer en fonction des longueurs instantanées ¢4 (t) et ¢o(t)

de chaque ressort, puis en fonction de z(t) et L.

Solution: Systéme : point matériel M (m)
Référentiel : terrestre considéré galiléen a I’échelle de I'expérience
Bilan des actions mécaniques :

— poids m?

— réaction du support R—>N

— force de rappel élastique 1 : ?1) = —k(l1(t) — £p)
or (1(t) = z(t), donc 71} = —k(z(t) — lo)us
(

|
S
&l

or ly(t) = L — x(t), donc 72} = k(L — x(t

R2. Déterminer la position d’équilibre x¢, de la masse M.

\ — = =
Solution: A l'équilibre : mg + Ry + f1 + fo = 6)




Physique — TD n°5 — Corrigé PCSI
Page 8 /9 Année 2024-2025

soit, selon u —k(zeq — lo) + k(L — xeq — bp) =0 & —2kxeq + kKL =0

2o | B

Soit | xeq =

R3. Etablir équation différentielle vérifiée par z et la mettre sous la forme canonique & + w3z = w3,

Identifier I'expression de la la pulsation propre wy de cet oscillateur. Vérifier I'expression de x4y avec 'ex-
pression déterminée a la question précédente.

Solution: PFD & M(m) dans le référentiel terrestre : ma@ = m7g + R_>N + ﬁ - ?;
Selon w, : mi = —k(l1(t) — lo) + k(la(t) — £)

Or 01(t) = x(t) et lo(t) = L — {1(t) = L — x(t)

Ainsi m@ = —k(z(t) — lo) + k(L — x(t) — {o)

2k k

soit | & + —x(t) = —L
m m

On reconnait ’équation différentielle d'un oscillateur harmonique de pulsation propre |wy = {/ —

k 2k L
Et on reconnalt : —L = — X = = wawy,
m m 2

L
R4. La résoudre si la passe M est lachée sans vitesse initiale depuis z(0) = 3 + .

Représenter les allures de z(t) et de @(t).

Solution:

Solution homogene : xy(t) = A cos(wot) + B sin(wot
: RN L

Solution particuliere : zp = z¢q = )

L
Solution générale : x(t) = A cos(wot) + Bsin(wot) + 5

L L
Avecx(O):A+§:xo+§,doncA:xo

Et #(0) = Bwy = 0

L
Ainsi | z(t) = xg cos(wpt) + )

donc | (t) = —zowp sin(wot)

R5. Donner les expressions de I’énergie potentielle élastique des deux ressorts, de I’énergie cinétique du mobile,
et de I’énergie mécanique totale &,,(t) en fonction de k, xq, vo, wo, L, lo, t.

Exercice n°6 Oscillations dans un cristal

Dans un cristal, un atome de masse 1.1072¢ kg effectue des oscillations harmoniques autour de sa position
d’équilibre. La fréquence est égale a fy = 1,0.10'2 Hz et I'amplitude a X,, = 0,05 nm. Déterminer :
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R1. La norme de la vitesse maximale.
R2. Son énergie mécanique.
R3. La norme de son accélération maximale

R4. La constante de rappel du ressort modélisant les oscillations.

[l Résolution de problemes

Exercice n°7 Ressort inconnu

On consideére un ressort dont les caractéristiques (constante de raideur k et longueur a vide ;) sont inconnues.
On accroche une extrémité du ressort a un point fixe et on accroche une masse m, dont on ne connait pas la
valeur, a l'autre extrémité, le ressort s’allonge alors de 10 cm.

Prévoir la valeur de la période propre des oscillations libres de ce systéme.

Solution:
Idées :

— En l'absence de la masse, le ressort fait une longueur ¢,

— Une fois la masse accrochée au ressort vertical, le ressort fait une longueur 454 = € + 10 cm.

m m g — L
— La longueur a ’équilibre est a établir (cf exercices 3 et 4) : loq = lp + Tg’ on en déduit = fa 0
g
— En établissant I'équation différentielle du mouvement, on établit la pulsation propre wg = 4/ —, et
m
- 1 /m
donc la période propre : [Ty = —,/—
2V k

Il n’y a plus qu’a faire le calcul!

Exercice n°8 Nid de poule

Une voiture ayant une masse de 1,30 tonne est assemblée de fagon telle que son chassis s’appuie sur 4 ressorts
de suspension. La constante de raideur de chaque ressort est 2,00.10* kg - s72.

Deux personnes assises dans la voiture ont une masse totale de 160 kg.

Déterminer la fréquence de vibration de la voiture apres son passage sur un nid-de-poule.
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