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Chapitre n°6 Oscillateurs libres amortis
Thème I. Ondes et signaux (Oscillateurs)

Suspension d’automobile : ensemble d’éléments qui assurent la liaison entre
un véhicule et ses roues et qui permettent d’amortir les mouvements dus aux
inégalités de la route. On peut repérer un ressort et un amortisseur.
Quand un véhicule monte sur un trottoir, il oscille verticalement sur sa sus-
pension. Si celle-ci est usée ou mal ajustée, l’oscillation peut durer longtemps
et/ou avoir une amplitude importante, ce qui est désagréable pour les passagers.
Sur quels facteurs faut-il agir pour que la suspension amortisse correctement
les oscillations du véhicule ?
Ces amortisseurs assurent également une adhérence convenable du véhicule sur
la route.

https://phyanim.sciences.univ-nantes.fr/Meca/Oscillateurs/suspension.php

Pré-requis
• Terminale : Thème Mouvement et interactions
◦ Vecteurs position, vitesse et accélération d’un point : définition et expression en coordonnées cartésiennes.
◦ Deuxième loi de Newton.
• PCSI : Thème Ondes et signaux.
◦ Chapitre n°3. Signaux électriques dans l’ARQS.
◦ Chapitre n°4. Circuit linéaire du 1er ordre.
◦ Chapitre n°5. Oscillateurs libres harmoniques.

Objectifs du chapitre
— Étudier deux oscillateurs libres amortis, correspondants aux systèmes étudiés au chapitre précédent pour

lesquels on tient compte des phénomènes dissipatifs (frottements, résistance)
— Étudier les propriétés des oscillateurs selon les valeurs des paramètres de l’oscillateur.

— Outils mathématiques : résoudre les équations différentielles d2y

dt2 + ω0

Q

dy
dt + ω2

0y(t) = B
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Ai-je bien appris mon cours ?
1 − − − Établir l’équation différentielle vérifiée par la position de la masse accrochée à un ressort vertical.

L’écrire sous forme canonique en identifiant les expressions du facteur de qualité Q et de la
pulsation propre ω0.

2 − − − Établir l’équation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du condensateur dans le circuit
RLC série alimenté (ou non) par un générateur idéal de fem E constante. L’écrire sous forme
canonique en identifiant les expressions du facteur de qualité Q et de la pulsation propre ω0.

3 − − − Donner la forme canonique de l’équation différentielle qui régit l’évolution d’un oscillateur amorti.
4 − − − Quel est le régime transitoire observé selon la valeur du facteur de qualité : pour quelle valeur de

Q le régime transitoire est-il pseudo-périodique/apériodique/critique ?
5 − − − La valeur finale atteinte une fois le régime transitoire terminé, c’est-à-dire une fois le régime

permanent atteint, dépend-elle de la nature du régime transitoire ?
6 − − − Déterminer les conditions initiales du circuit RLC série en réponse à un échelon de tension

(condensateur initialement déchargé) ou en régime libre (condensateur chargé initialement).
7 − − − Résoudre l’équation différentielle d’un oscillateur amorti selon la valeur du facteur de qualité.
8 − − − Quelle est l’ordre de grandeur de la durée de chacun des trois régimes transitoires en fonction de

Q et ω0 selon la nature du régime ?
9 − − − Énoncer le théorème de l’énergie mécanique. Comment évolue l’énergie mécanique au cours du

régime transitoire ?
10 − − − Effectuer un bilan d’énergie du circuit RLC série lors de la réponse à un échelon de tension :

a) Calculer l’énergie fournie par le générateur sur la durée du régime transitoire.
b) Calculer l’énergie reçue, et stockée par le condensateur.
c) Calculer l’énergie reçue par la bobine. Que peut-on en dire ?
d) En déduire l’énergie dissipée par effet Joule dans la résistance.

11 − − − Effectuer un bilan d’énergie du circuit RLC série lors du régime libre :
a) Calculer l’énergie initialement stockée par le condensateur, et perdue au cours du régime

transitoire.
b) Calculer l’énergie reçue par la bobine. Que peut-on en dire ?
c) En déduire l’énergie dissipée par effet Joule dans la résistance.
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I Étude de l’oscillateur mécanique amorti
I.1 Cadre de l’étude

On s’intéresse au mouvement d’une masse m assimilée à un point M accrochée à un ressort vertical de
constante de raideur k et de longueur à vide `0.
L’axe vertical descendant est noté (Oz), avec O situé au point d’attache du ressort.

On modélise les frottements visqueux, c’est-à-dire les frottements exercés par un fluide (gaz ou liquide)
visqueux, par une force −→f proportionnelle à la vitesse et opposée au mouvement :

−→
f = −α−→v

• α > 0 et dépend du fluide et de la forme du système.

•
∥∥∥∥−→f ∥∥∥∥ est proportionnelle à

∥∥∥∥−→v ∥∥∥∥.
•
−→
f est opposée au vecteur vitesse : elle s’oppose au mouvement.

I.2 Observations
Capacité exigible : Analyser, sur des relevés expérimentaux, l’évolution de la forme des régimes transi-
toires en fonction des paramètres caractéristiques.

http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/Meca/Oscillateurs/ressort.php
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Figure 1 – Simulations d’évolutions de z − zéq pour différentes valeurs du coefficient de frottement (pour
m = 100 g et k = 0, 225 N · m−1)

R1. Comment peut-on décrire la nature du régime transitoire selon la valeur du coefficient de frottement ?

Solution:
Pour des coefficients de frottement « faibles », la masse M(m) retourne à la position d’équilibre en
oscillant. L’amplitude de ces oscillations diminue au cours de l’évolution.
On constate que pour des coefficients de frottement « élevés », la masseM(m) retourne à la position
d’équilibre sans oscillations.

R2. Comment évolue la durée du régime transitoire selon la valeur du coefficient de frottement ?

Simulations de l’oscillateur mécanique amorti
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Solution:
Dans le cas des coefficients de frottement « faibles » , plus le coefficient de frottement est faible,
plus le retour à l’équilibre est lent, c’est-à-dire plus la durée du régime transitoire est longue. Le
cas limite est le cas de l’oscillateur harmonique pour lequel, en l’absence de frottement, le système
oscille indéfiniment autour de la position d’équilibre.
Dans le cas des coefficients de frottement « élevés », plus le coefficient de frottement est élevé, plus
le retour à l’équilibre est lent, c’est-à-dire plus la durée du régime transitoire est longue.

I.3 Équation différentielle du mouvement
Capacité exigible : Écrire sous forme canonique l’équation différentielle afin d’identifier la pulsation
propre et le facteur de qualité.

1. Définir le système étudié.
2. Préciser le référentiel d’étude.
3. Faire le bilan des forces qui s’exercent sur le système étudié.
4. Faire un GRAND SCHÉMA COMPLET du dispositif étudié, sur lequel les forces seront représentées,

ainsi que les axes cartésiens, l’origine des axes, . . .
5. Appliquer le Principe Fondamental de la Dynamique au système étudié et dans le référentiel choisi.
6. Projeter sur l’axe du mouvement.
7. En déduire l’équation différentielle de l’oscillateur amorti et la mettre sous la forme canonique :

d2z

dt2 + ω0

Q

dz
dt + ω2

0z = ω2
0zéq

et identifier les expressions de la pulsation propre ω0 [rad/s] et le facteur de qualité Q [sans unité].

Méthode : Comment établir l’équation différentielle du mouvement ?

REMARQUES
En SII, vous écrirez cette équation différentielle sous la forme :

d2z

dt2 + 2ω0ξ
dz
dt + ω2

0z = ω2
0zéq

où ξ est le facteur d’amortissement [sans unité].

R1. Déterminer la longueur du ressort à l’équilibre.
À maitriser : Établir l’équation du mouvement de l’oscillateur mécanique
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Solution: Commençons par la base !
— Système étudié : Masse m
— Référentiel d’étude : référentiel terrestre considéré galiléen sur la durée de

l’expérience
— Bilan des actions mécaniques :

— Poids m−→g = mg−→ez
— Force de rappel élastique : −−−−−→félastique = −k(`− `0)−→ez
— Force de frottement fluide : −−→ffrott = −h−→v = −αż−→ez

z

O

`(t)
−→
fél

m−→g

À l’équilibre −→v = −→0 et la somme des forces est nulle, donc
m−→g + −−−−−→félastique + −−→ffrott = −→0 ⇔

(
mg − k(`éq − `0) − 0

)−→ez = −→0 , ainsi mg − k(`éq − `0) = 0 ⇔

`éq = `0 + mg

k
> `0 , avec ici `éq = zéq

R2. Établir l’équation différentielle vérifiée par z en fonction de m, `0, g et k.

Solution: Appliquons le principe fondamental de la dynamique à la masse m dans le référentiel
terrestre d’étude :
m−→a = m−→g +−−−−−→félastique +−−→ffrott
Le mouvement ayant uniquement lieu selon l’axe vertical (Oz) : −→a = z̈−→ez , ainsi : mz̈−→ez = mg−→ez −
k(`− `0)−→ez − αż−→ez .
En factorisant par −→ez :

(
mz̈ −mg + k(`− `0) + αż

)−→ez = −→0 ⇔ mz̈ −mg + k(`− `0) + αż = 0

Or `(t) = z(t) = z(t), ainsi mz̈ −mg − k`0 + kz + αż = 0, donc z̈ + α

m
ż + k

m
z = g + k

m
`0, avec

g + k

m
`0 = k

m

(
`0 + mg

k

)
Enfin : z̈ + α

m
ż + k

m
z = k

m
zéq

R3. La mettre sous forme canonique et identifier les expressions de ω0 et Q.

Solution: Cette équation différentielle est de la forme z̈ + ω0

Q
ż + ω2

0z = ω2
0zéq

On identifie la pulsation propre ω0 =
√
k

m
.

Et le facteur de qualité tel que ω0

Q
= h

m
, soit Q = m

h

√
k

m
, soit Q =

√
mk

h

R4. Justifier les unités de ω0 et Q.
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Solution: On peut le faire de deux façons :
— À partir de l’équation différentielle :

[z̈] = L.T−2, donc on en déduit que [ω2
0z] = L.T−2, donc [ω2

0] = T−2, donc ω0 est homogène à
l’inverse d’un temps.

De même
[
ω0

Q
ż

]
= L.T−2, or ω0ż = T−1 × L.T−1, donc [Q] = 1 : Q n’a pas de dimension.

— À partir des expressions des constantes :
En partant de [m] = M ; [k] = force/L = M.T−2 ; [h] = force/(L.T−1) = M.T−1

Ainsi
√ k

m

 =
√
M.T−2

M
= T−1

Et
[√

km

h

]
=
√
M.T−2 ×M
M.T−1 = 1

I.4 Résolution
Capacité exigible : Décrire la nature de la réponse en fonction de la valeur du facteur de qualité. Dé-
terminer la réponse détaillée dans le cas d’un régime libre ou d’un système soumis à un échelon en
recherchant les racines du polynôme caractéristique. Déterminer un ordre de grandeur de la durée du
régime transitoire selon la valeur du facteur de qualité.

1. Résolution de l’équation homogène sans second membre : d2zH
dt2 + ω0

Q

dzH
dt + ω2

0zH = 0 (EH)

a) Écrire le polynôme caractéristique (PC) : r2 + ω0

Q
r + ω2

0 = 0

b) Calculer le discriminant de (PC) : ∆ = 4ω2
0

(
1

4Q2 − 1
)

c) Étudier le signe de ∆, selon les valeurs numériques fournies.
d) En déduire les racines r du polynôme caractéristique (PC).

— Si ∆ < 0⇔ Q >
1
2 , les racines sont complexes conjuguées : r = − ω0

2Q︸︷︷︸
=

1
τ

± j ω0

√
1− 1

4Q2︸ ︷︷ ︸
=Ω

— Si ∆ > 0⇔ Q <
1
2 , les racines sont réelles : r = − ω0

2Q ± ω0

√
1

4Q2 − 1

— Si ∆ = 0⇔ Q = 1
2 , la racine est double : r = −ω0

e) Écrire les solutions générales zH(t) de l’équation homogène (EH), en introduisant deux constantes
d’intégration A et B :

— Si ∆ < 0⇔ Q >
1
2 , alors zH(t) = e−

t
τ

(
A cos(Ωt) +B sin(Ωt)

)
— Si ∆ > 0⇔ Q <

1
2 , alors zH(t) = Aer1t +Ber2t

— Si ∆ = 0⇔ Q = 1
2 , alors zH(t) = (At+B) exp(rt)

Méthode : Comment résoudre d2z

dt2 + ω0

Q

dz
dt + ω2

0z = ω2
0zéq ?
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2. Déterminer la solution particulière zP recherchée sous la même forme que le second
membre, c’est-à-dire sous la forme d’une constante dans ce chapitre : injecter zP constante dans
l’équation différentielle (E), et conclure sur zP .

3. La solution générale est la somme de la solution homogène et de la solution particulière :

z(t) = zH(t) + zP

4. Déterminer les constantes d’intégration à l’aide des deux conditions initiales : position initiale z(0)
et vitesse initiale dz

dt (0).

Suivre la méthode précédente (1.a), 1.b), 1.c)) et relier le signe de ∆ à la valeur du facteur de qualité.

Solution: La résolution d’une telle équation différentielle passe par la détermination de la solution
générale de l’équation homogène, puis par la recherche d’une solution particulière.
Équation homogène (sans second membre) : z̈H + ω0

Q
żH + ω2

0zH = 0.

— Équation caractéristique : r2 + ω0

Q
r + ω2

0 = 0

— Discriminant : ∆ = ω2
0

Q2 − 4ω2
0 = 4ω2

0

(
1

4Q2 − 1
)

— Il faut distinguer trois cas selon le signe de ∆ :

— Si ∆ > 0⇔ 1
4Q2 − 1 > 0⇔ 1

4Q2 > 1⇔ 1
4 > Q2 ⇔ Q <

1
2 ,

alors l’EC possède deux racines réelles : r1,2 = − ω0

2Q ±
1
2

√√√√4ω2
0

(
1

4Q2 − 1
)

= − ω0

2Q ±

ω0

√
1

4Q2 − 1

— Si ∆ = 0 ⇔ Q = 1
2 , alors l’EC possède une racine double : r = − ω0

2Q = −ω0 (puisque
Q = 1/2).

— Si ∆ < 0⇔ Q >
1
2 , alors l’EC possède deux racines complexes conjuguées :

r1,2 = − ω0

2Q ±
1
2j
√
−∆ = − ω0

2Q ± jω0

√
1− 1

4Q2

À maitriser : Résolution de l’équation différentielle

I.4.a) Q >
1
2 : Régime pseudo-périodique

On se place dans le cas où le facteur de qualité est supérieur à 1/2.
R1. En suivant scrupuleusement la suite de la méthode, déterminer la solution générale z(t) et la mettre

sous la forme z(t) = e−
t
τ

(
A cos(Ωt) +B sin(Ωt)

)
+ zéq.

Identifier les expressions de τ et Ω en fonction de Q et ω0. Quelles sont les dimensions de ces deux
grandeurs ? À quoi correspondent-elles ?

À maitriser : Résolution de l’équation différentielle
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Solution:
— Étape 1.c)

On se place dans le cas ∆ < 0 ⇔ Q >
1
2 , alors l’EC possède deux racines complexes conju-

guées :

r1,2 = − ω0

2Q ±
1
2j
√
−∆ = − ω0

2Q ± jω0

√
1− 1

4Q2

— Étape 1.d)
La solution générale de l’EH s’écrit : zH(t) = exp (<(r)t)

(
A cos(=(r)t) + B sin(=(r)t)

)
, avec

<(r) = − ω0

2Q et =(r) = ω0

√
1− 1

4Q2

Soit : zH(t) = exp
(
− ω0

2Qt
)(

A cos
(
ω0

√
1− 1

4Q2 t

)
+B sin

(
ω0

√
1− 1

4Q2 t

))

• ω0

√
1− 1

4Q2 est homogène à une pulsation.

On pose Ω = ω0

√
1− 1

4Q2 , la pseudo-pulsation.

• ω0

2Q est homogène à l’inverse d’un temps, on introduit le temps caractéristique τ = 2Q
ω0

On réécrit zH : zH(t) = e−t/τ
(
A cos(Ωt) +B sin(Ωt)

)
— Étape 3

On obtient la solution générale de l’équation différentielle (E) :

z(t) = e−t/τ
(
A cos(Ωt) +B sin(Ωt)

)
+ zéq .

R2. Déterminer les constantes d’intégration si initialement la masse est écartée d’une distance a depuis la
position d’équilibre et lâchée sans vitesse initiale.

Solution: Étape 4
L’équation différentielle est du 2e ordre, donc sa solution fait intervenir deux constantes d’intégration,
ce qui nécessite deux conditions initiales pour les déterminer : c’est la position initiale z(0) et la
vitesse initiale ż(0).
— Position initiale : z(0) = zéq + a

Or d’après l’expression de z : z(0) = A+ zéq

En égalisant : A = a

— Vitesse initiale : ż(0) = 0

Vitesse : ż = e−
t
τ

(
−1
τ

(
A cos (Ωt) +B sin (Ωt)

)
− Aω sin(Ωt) +Bω cos(Ωt)

)
Donc à t = 0 : ż(0) = −1

τ
A+BΩ, or ż(0) = 0, d’où : B = A

Ωτ = a

Ωτ

Ainsi : z(t) = a exp
(
− ω0

2Qt
)(

cos(Ωt) + ω0

2QΩ sin(Ωt)
)

+ zéq

R3. Représenter l’évolution de z(t).
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Solution:

0
t0

z

zéq

zéq + ae−
t
τ

zéq − ae−
t
τ

zéq + a dz
dt (0) = 0

R4. Quel est l’ordre de grandeur de la durée du régime transitoire pseudo-périodique en fonction de ω0 et
Q ?

Solution:
L’expression de z(t)− zéq est le produit d’une fonction sinusoïdale de pulsation Ω et d’une fonction
exponentielle décroissante e− t

τ , qui décroit sur une durée caractéristique de τ (cf circuit du 1er ordre).

Le régime transitoire a donc une durée caractéristique de l’ordre de grandeur de quelques τ = 2Q
ω0

:
le régime transitoire pseudo-périodique est d’autant plus long que le facteur de qualité Q est élevé,
et donc que les frottements sont faibles.

R5. Quelle forme prend la solution lorsque Q→ +∞ ? Quelle est alors la durée du régime transitoire ?

Solution:
Pour Q� 1 (Q > 3− 4), dans le cas des conditions initiales précédentes :

z(t) ≈ a exp
(
− ω0

2Qt
)(

cos(ω0t) + ω0

2Qω0
sin(ω0t)

)
+ zéq

≈ a exp
(
− ω0

2Qt
)(

cos(ω0t) + 1
2Q sin(ω0t)

)
+ zéq

≈ a exp
(
− ω0

2Qt
)

cos(ω0t) + zéq

Si Q → ∞, alors e−
ω0
2Q t → 1, et on retrouve la situation de l’oscillateur harmonique (absence de

frottement) : z(t) ≈ a cos(ω0t) + zéq

Le régime pseudo-périodique est d’une durée de l’ordre de Q

ω0
.

La durée du régime pseudo-périodique augmente lorsque le facteur de qualité augmente,
c’est-à-dire lorsque les frottements diminuent.

Le facteur de qualité est de l’ordre de grandeur du nombre d’oscillations avant le régime permanent.

I.4.b) Q <
1
2 : Régime apériodique

On se place dans le cas où le facteur de qualité est inférieur à 1/2.
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R1. Résoudre complètement l’équation différentielle si initialement la masse est écartée d’une distance a de
la position d’équilibre et lâchée sans vitesse initiale.

Solution:
— Étape 1.c)

On se place dans le cas ∆ > 0⇔ Q <
1
2 , alors l’EC possède deux racines réelles :

r1,2 = − ω0

2Q ±
1
2
√

∆ = − ω0

2Q ± ω0

√
1

4Q2 − 1

— Étape 1.d)
La solution générale de l’équation homogène s’écrit alors :

zH(t) = A exp
((
− ω0

2Q + ω0

√
1

4Q2 − 1
)
t

)
+B exp

((
− ω0

2Q − ω0

√
1

4Q2 − 1
)
t

)
— Étape 3

La solution générale de l’équation différentielle s’écrit donc

z(t) = A exp
((
− ω0

2Q + ω0

√
1

4Q2 − 1
)
t

)
+B exp

((
− ω0

2Q − ω0

√
1

4Q2 − 1
)
t

)
+ zéq

A et B se déterminent à l’aide des conditions initiales z(0) et ż(0).
— Étape 4

D’après l’expression de z(t) : z(0) = A+B + zéq, or z(0) = zéq + a, donc A+B = a

On dérive : ż(t) = Ar1e
r1t +Br2e

r2t, or ż(0) = 0, soit Ar1 +Br2 = 0
En résolvant le système à deux inconnues précédent : A = a

r2

r2 − r1
et B = a

r1

r1 − r2

La solution de l’équation différentielle s’écrit : z(t) = zéq + a

r2 − r1

(
r2 × er1t − r1 × er2t

)

Au bout d’un temps long : lim
t→∞

z(t) = zéq, en effet − ω0

2Q − ω0

√
1

4Q2 − 1 < 0 et − ω0

2Q +

ω0

√
1

4Q2 − 1 également puisque
√

1
4Q2 − 1 < 1

2Q .

R2. Représenter l’évolution z(t).

Solution:

0
t0

z

zéq

zéq + a dz
dt (0) = 0

À maitriser : Résolution de l’équation différentielle
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Quel est l’ordre de grandeur de la durée du régime transitoire apériodique ?
Les deux racines

r1,2 = − ω0

2Q ± ω0

√
1

4Q2 − 1

= − ω0

2Q ±
ω0

2Q

√
1− 4Q2

= ω0

2Q
(
− 1±

√
1− 4Q2

)
sont négatives.
On introduit les deux constantes de temps caractéristiques :

τ1 = 1
−r1

= 1
ω0

2Q
(
1 +
√

1− 4Q2
) et τ2 = 1

−r2
= 1

ω0

2Q
(
1−
√

1− 4Q2
) > τ1

La solution s’écrit sous la forme :

z(t) = Ae
− t
τ1 +Be

− t
τ2 + zéq

L’exponentielle e−
t
τ1 décroit plus rapidement (sur un temps

plus court) que e−
t
τ2 .

L’exponentielle qui décroit le plus lentement et qui
impose donc la durée du régime transitoire est e−

t
τ2 .

Pour déterminer l’ordre de grandeur de la durée du régime
transitoire apériodique, il est donc nécessaire de déterminer
l’ordre de grandeur de τ2.

On se place dans le cas Q� 1 (en pratique Q < 0, 1 est une condition suffisamment contraignante) et on utilise
l’approximation (pour x� 1) :

√
1− x ≈ 1− x

2 .

τ2 = 1
ω0

2Q
(
1−
√

1− 4Q2
)

≈ 1
ω0

2Q

(
1−

(
1− 4Q2

2

))

≈ 2Q
ω0 × 2Q2

≈ 1
Qω0

Le régime apériodique est d’une durée de l’ordre de 1
Qω0

.

La durée du régime apériodique diminue lorsque le facteur de qualité augmente (tout en
restant inférieur à 1/2), c’est-à-dire lorsque les frottements diminuent.

L’influence du facteur de qualité sur la durée du régime transitoire apériodique (τaper ∝ 1/Q)
est inverse de celle sur la durée du régime pseudo-périodique (τpseudo-per ∝ Q).

I.4.c) Q = 1
2 : Régime critique

On se place dans le cas où le facteur de qualité est égal à 1/2.
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R1. Résoudre complètement l’équation différentielle si initialement la masse est écartée d’une distance a de
la position d’équilibre et lâchée sans vitesse initiale.

Solution:
— Étape 1.c)

Lorsque le discriminant est nul, l’équation caractéristique possède une racine double : r =
− ω0

2Q ,

or Q = 1
2 , d’où r = −ω0

— Étape 1.d)
La solution de l’équation homogène s’écrit alors : zH(t) = (At+B)e−ω0t

— Étape 2.
La solution particulière se recherche comme pour le régime pseudo-périodique, donc zP = zéq

— Étape 3.
La solution générale s’écrit z(t) = (At+B)e−ω0t + zéq

— Étape 4
Les deux constantes d’intégration se déterminent à l’aide des conditions initiales z(0) et ż(0).
z(0) = B + zéq, or z(0) = a+ zéq, soit B = a

Vitesse : ż = e−ω0t
(
A− ω0(At+B)

)
À t = 0 : ż(0) = 0 = A−Bω0, soit A = aω0

Ainsi z(t) = ae−ω0t(1 + ω0t) + zéq

R2. Représenter l’évolution z(t).

Solution:

0
t0

z

zéq

zéq + a dz
dt (0) = 0

R3. Quel est l’ordre de grandeur de la durée du régime transitoire en fonction de ω0 ?

Solution: On retrouve ici une fonction faisant intervenir une exponentielle décroissante, qui décroit
donc sur une échelle de durée de 1/ω0.

À maitriser : Résolution de l’équation différentielle

I.5 Aspect énergétique
Capacités exigibles :Prévoir l’évolution du système à partir de considérations énergétiques.
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L’équation différentielle du mouvement peut être établie à l’aide de considérations énergétiques.
Le théorème de la puissance mécanique (TPM) (cf chapitre 12) énonce que la dérivée de l’énergie
mécanique par rapport au temps est égale à la somme des puissances des forces non conservatives, soit ici :

dEm
dt = P

(−−→
ffrott

)
avec P

(−−→
ffrott

)
la puissance de la force de frottement fluide définie par : P

(−−→
ffrott

)
= −−→ffrott ·−→v .

R1. Exprimer la puissance de la force de frottement en fonction de la norme du vecteur vitesse. Quel est
son signe ? En déduire comment évolue l’énergie mécanique au cours du temps en utilisant le TPM.

Solution: dEm
dt = −αż2 < 0, donc Em diminue au cours du temps, ce qui est cohérent avec la prise

en compte des frottements.

R2. Donner l’expression de l’énergie mécanique du système en fonction de k, m, `0, g, z, ż.

Solution: L’énergie mécanique du système est la somme de l’énergie cinétique et des énergies

potentielles de pesanteur et élastique : Em = Ec + Epp + Ep,él = 1
2mż

2 −mgz + 1
2k(`− `0)2 + cste

R3. Établir l’équation différentielle du mouvement par application du TPM.

Solution: Appliquons la loi de la puissance mécanique :
dEm
dt = mz̈ż −mgż + kż(z − `0)

P
(−−→
ffrott

)
= −α−→v ·−→v = −αż2

Ainsi : mz̈ż−mgż+kż(z−`0) = −αż2 ⇔ ż
(
mz̈+αż+kz−mg−k`0

)
= 0, ce qui nous donne, ż = 0

(cas peu intéressant) ou mz̈ + αż + kz −mg − k`0 = 0, ce qui nous donne l’équation différentielle
du mouvement.

À maitriser : considérations énergétiques
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Figure 2 – Évolutions des énergies en fonction du temps.
À gauche : régime transitoire apériodique. À droite : régime transitoire pseudo-périodique

II Étude du circuit RLC série
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II.1 Méthodes d’étude des oscillateurs électriques amortis
Capacité exigible : Écrire sous forme canonique l’équation différentielle afin d’identifier la pulsation
propre et le facteur de qualité.

On souhaite établir l’équation différentielle vérifiée par une grandeur électrique s (uc, i, q, . . .) :
1. Représenter le circuit électrique étudié, en nommant et fléchant SUR le circuit toutes les tensions et

intensités.
2. Lister les grandeurs électriques (tension, intensité) inconnues (qui ont du être représentées sur le circuit

précédemment).
3. Écrire toutes les relations indépendantes possibles :

— lois des mailles indépendantes (attention aux redondances) ;
— lois des nœuds (attention aux redondances) ;
— relations entre intensité et tension pour tous les dipôles.

4. Combiner ces relations entre elles pour ne conserver que la grandeur qui nous intéresse.
5. Mettre l’équation différentielle sous forme canonique :

d2s

dt2 + ω0

Q

ds
dt + ω2

0s = ω2
0s(∞)

et identifier les expressions de la pulsation propre ω0 et du facteur de qualité Q en fonction des
résistances, inductances et capacités présentes dans le circuit.

Méthode : Comment établir l’équation différentielle d’un oscillateur élec-
trique ?

Capacité exigible : Interpréter et utiliser les continuités de la tension aux bornes d’un condensateur ou
de l’intensité dans une bobine.

On a obtenu une équation différentielle du 2e ordre vérifiée par s (tension, intensité, charge, . . .), pour la
résoudre, il faut déterminer les deux conditions initiales s(0+) et ds

dt (0+) :

1. Déterminer les valeurs des intensités et tensions AVANT la fermeture de l’interrupteur.
2. Utiliser la continuité de la charge du condensateur (ou de la tension aux bornes du condensateur) et de

l’intensité du courant à travers une bobine, pour déterminer ces valeurs JUSTE APRÈS la fermeture
de l’interrupteur (t = 0+).

3. Les autres grandeurs électriques à t = 0+ se déterminent en appliquant les relations intensité/tension
à t = 0+ et les lois des mailles et des nœuds à t = 0+. En déduire les valeurs de s(0+) et ds

dt (0+).

Méthode : Comment déterminer les conditions initiales ?

La notation ds
dt (0+) signifie qu’on évalue la dérivée de s par rapport au temps en 0+ : on commence par

exprimer la dérivée ds
dt , puis on l’évalue en 0+.

Attention, la connaissance de la valeur prise par s en 0+ ne donne aucune information sur la valeur de
ds
dt (0+) :

hhhhhhhhhhhhh(((((((((((((

s(0+) = 0⇒ ds
dt (0+) = 0.

Attention − Erreur à ne pas commettre
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II.2 Étude de la réponse à un échelon de tension
II.2.a) Position du problème
On s’intéresse ici à la réponse d’un circuit constitué d’une résis-
tance, d’une bobine idéale et d’un condensateur en série, soumis à
un échelon de tension :
Pour t < 0, l’interrupteur est ouvert et le condensateur est dé-
chargé.
À t = 0, on ferme l’interrupteur, ce qui connecte le générateur idéal
de fem E, en série, avec le RLC.
Pour t > 0, on étudie la réponse du système à cet échelon de tension
et en particulier la charge du condensateur.

E

i

R L

C uc

II.2.b) Observations
Capacité exigible : Analyser, sur des relevés expérimentaux, l’évolution de la forme des régimes transi-
toires en fonction des paramètres caractéristiques.
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Figure 3 – Simulations d’évolutions de la tension aux bornes du condensateur, pour différentes valeurs de
résistance, avec C = 10 nF et L = 0, 5 H.

R1. Comment peut-on décrire la nature du régime transitoire selon la valeur de la résistance ?

Solution: On peut faire les mêmes conclusions que précédemment, en faisant l’analogie entre le
coefficient de frottement et la résistance.
On constate que pour des résistances « faibles », la tension aux bornes du condensateur tend vers
sa valeur en régime permanent en oscillant. L’amplitude de ces oscillations diminue au cours de
l’évolution.
On constate que pour des résistances « élevées », la tension aux bornes du condensateur tend vers
sa valeur en régime permanent sans oscillations.

R2. Comment évolue la durée du régime transitoire selon la valeur de la résistance ?

Observations expérimentales du circuit RLC série
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Solution: On peut faire les mêmes conclusions que précédemment, en faisant l’analogie entre le
coefficient de frottement et la résistance.
Dans le cas des résistances « faibles » , plus la résistance est faible, plus les oscillations sont nom-
breuses, et plus le régime transitoire est long avant d’atteindre le régime permanent. Le cas limite
est le cas de l’oscillateur harmonique LC pour lequel, en l’absence de résistance, le système oscille
indéfiniment autour de la valeur en régime permanent.
Dans le cas des résistances « élevées », plus la résistance est élevée, plus le régime transitoire est
long.

II.2.c) Résolution

R1. État final
Déterminer, par une étude du circuit en régime permanent, uc(∞) et i(∞) à la fin du régime transitoire
(cf méthode vue au chapitre 4).

Solution:

Une fois le régime permanent atteint, la bobine est équi-
valente à un fil et le condensateur est équivalent à un
interrupteur ouvert.
On déduit immédiatement de ces comportements :
i(∞) = 0 ; uR(∞) = 0 ; uL(∞) = 0
La loi des mailles donne uc(∞) = E

E

i(∞)

R
L

C uc(∞)

uL(∞)uR(∞)

⊕

R2. Équations différentielles
(a) Établir l’équation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du condensateur.

À maitriser : Étude du circuit RLC série en réponse à un échelon de tension
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Solution: On étudie la réponse à un échelon de tension :

E

i

R L

C uc

uLuR

⊕

On applique la loi des mailles : uc + uL + uR − E = 0
— Pour établir l’équation différentielle vérifiée par uc, il faut tout exprimer en fonction de

uc :

— Intensité du courant à travers le condensateur : i = C
duc
dt

— Tension aux bornes de la bobine : uL = L
di
dt , d’où : uL = LC

d2uc
dt2

— Tension aux bornes de R : uR = Ri = RC
duc
dt

Ainsi uc + LC
d2uc
dt2 + RC

duc
dt = E ⇔ d2uc

dt2 + R

L

duc
dt + uc

LC
= E

LC
, que l’on écrit sous

forme canonique
d2uc
dt2 + ω0

Q

duc
dt + ω2

0uc = ω2
0E
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Solution:
— Pour établir l’équation différentielle vérifiée par i, il faut tout exprimer en fonction de i :

— Intensité du courant à travers le condensateur : i = C
duc
dt

— Tension aux bornes de la bobine : uL = L
di
dt ,

— Tension aux bornes de R : uR = Ri

D’où : uc + L
di
dt +Ri = E.

Pour exprimer uc en fonction de i, il est nécessaire de dériver par rapport au temps
l’équation précédente : duc

dt +L
d2i

dt2 +R
di
dt = 0, avec duc

dt = i

C
, d’où i

C
+L

d2i

dt2 +R
di
dt = 0

— Pour établir l’équation différentielle vérifiée par uL, il faut tout exprimer en fonction de
uL :

— Intensité du courant à travers le condensateur : i = C
duc
dt

— Tension aux bornes de la bobine : uL = L
di
dt ,

— Tension aux bornes de R : uR = Ri

Il faut dériver la loi des mailles deux fois : d2uc
dt2 + d2Ri

dt2 + d2uL
dt2 = 0

avec d2uc
dt2 = 1

C

di
dt = uL

LC

R
d2i

dt2 = R

L

duL
dt

Ainsi uL
LC

+ R

L

duL
dt + d2uL

dt2 = 0

(b) Mettre l’équation différentielle sous forme canonique et identifier les expressions de la pulsation
propre ω0 et le facteur de qualité Q.

Solution:

Prenons le cas de la charge du condensateur, on a obtenu d2q

dt2 + R

L

dq
dt + q

LC
= E

L

Que l’on peut écrire sous forme canonique : d2q

dt2 + ω0

Q

dq
dt + ω2

0q = E

L

On identifie : ω0 = 1√
LC

et ω0

Q
= R

L
⇔ Q = L

R
ω0 = 1

R

√
L

C

R3. Conditions initiales
Déterminer les valeurs de uc(0+), i(0+), di

dt(0
+), duc

dt (0+), uL(0+), duL
dt (0+).
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Solution:
Le condensateur est initialement déchargé avant la fermeture de l’interrupteur, donc uc(0−) = 0,
donc q(0−) = 0.
Avant la fermeture de l’interrupteur, l’intensité du courant est nulle, i(0−) = 0, donc uR(0−) = 0 et
uL(0−) = 0.
La tension aux bornes du condensateur ne peut pas subir de discontinuité, donc uc(0+) = uc(0−),
d’où uc(0+) = 0
L’intensité du courant à travers la bobine ne peut pas subir de discontinuité, donc i(0+) = i(0−),
d’où i(0+) = 0

— Pour uc(t), on aura besoin de uc(0+) et duc
dt (0+)

D’après la relation du condensateur : i = C
duc
dt , donc

duc
dt (0+) = i(0+)

C
= 0

— Pour i(t), on aura besoin de i(0+) et di
dt(0

+)
La loi des mailles à t = 0+ donne E = uc(0+) + uR(0+) + uL(0+), soit uL(0+) = E

Or d’après la relation de la bobine : uL = L
di
dt , donc

di
dt(0

+) = uL(0+)
L

= E

L

— Pour uL(t), on aura besoin de uL(0+) et duL
dt (0+)

La loi des mailles à t = 0+ donne E = uc(0+) + uR(0+) + uL(0+), soit uL(0+) = E

Pour déterminer la dérivée de uL, il est nécessaire de dériver la loi des mailles (écrite en t

quelconque) : 0 = duc
dt + duR

dt + duL
dt

Soit 0 = i

C
+ R

L
uL + duL

dt
Que l’on évalue à t = 0+ : 0 = i(0+)

C
+ R

L
uL(0+) + duL

dt (0+), soit duL
dt (0+) = −R

L
E

R4. Résolution
Elle se fait avec exactement la même méthode que celle mise en œuvre pour l’oscillateur mécanique.

R5. Aspect énergétique
(a) Exprimer l’énergie reçue par le condensateur sur la durée du régime transitoire.
(b) Exprimer l’énergie fournie par le générateur sur la durée du régime transitoire.
(c) Exprimer l’énergie reçue par la bobine sur la durée du régime transitoire.
(d) Conclure.

II.3 Étude du régime libre
On étudie le régime libre du circuit RLC série : le condensateur a été préalablement chargé sous la tension

U0 (pour t < 0).
À t = 0 on connecte le condensateur en série avec une résistance et une bobine supposée idéale (autrement

dit, on ferme l’interrupteur), et on étudie l’évolution des grandeurs électriques du circuit pour t > 0.

R1. Équations différentielles
Établir l’équation différentielle vérifiée par l’intensité du courant électrique, et l’écrire sous forme cano-
nique.

À maitriser : Étude du circuit RLC série en régime libre
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Solution: Calculs strictement identiques au cas de la réponse à un échelon de tension « en enlevant
le E ».
On obtient des équations différentielles strictement identiques, mais sans 2e membre.

R L

C uc

uLuR

⊕

On applique la loi des mailles : uc + uL + uR − 0 = 0

— Pour établir l’équation différentielle vérifiée par uc, il faut tout exprimer en fonction de uc :

— Intensité du courant à travers le condensateur : i = C
duc
dt

— Tension aux bornes de la bobine : uL = L
di
dt , d’où : uL = LC

d2uc
dt2

— Tension aux bornes de R : uR = Ri = RC
duc
dt

Ainsi uc + LC
d2uc
dt2 + RC

duc
dt = E ⇔ d2uc

dt2 + R

L

duc
dt + uc

LC
= 0 , que l’on écrit sous forme

canonique
d2uc
dt2 + ω0

Q

duc
dt + ω2

0uc = 0
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Solution:
— Pour établir l’équation différentielle vérifiée par i, il faut tout exprimer en fonction de i :

— Intensité du courant à travers le condensateur : i = C
duc
dt

— Tension aux bornes de la bobine : uL = L
di
dt ,

— Tension aux bornes de R : uR = Ri

D’où : uc + L
di
dt +Ri = 0.

Pour exprimer uc en fonction de i, il est nécessaire de dériver par rapport au temps l’équation
précédente : duc

dt + L
d2i

dt2 +R
di
dt = 0, avec duc

dt = i

C
, d’où i

C
+ L

d2i

dt2 +R
di
dt = 0

— Pour établir l’équation différentielle vérifiée par uL, il faut tout exprimer en fonction de uL :

— Intensité du courant à travers le condensateur : i = C
duc
dt

— Tension aux bornes de la bobine : uL = L
di
dt ,

— Tension aux bornes de R : uR = Ri

Il faut dériver la loi des mailles deux fois : d2uc
dt2 + d2Ri

dt2 + d2uL
dt2 = 0

avec d2uc
dt2 = 1

C

di
dt = uL

LC

R
d2i

dt2 = R

L

duL
dt

Ainsi uL
LC

+ R

L

duL
dt + d2uL

dt2 = 0

Prenons le cas de la charge du condensateur, on a obtenu d2q

dt2 + R

L

dq
dt + q

LC
= 0

Que l’on peut écrire sous forme canonique : d2q

dt2 + ω0

Q

dq
dt + ω2

0q = 0

On identifie : ω0 = 1√
LC

et ω0

Q
= R

L
⇔ Q = L

R
ω0 = 1

R

√
L

C

R2. Conditions initiales
Déterminer les valeurs de uc(0+), i(0+), di

dt(0
+), duc

dt (0+), uL(0+), duL
dt (0+).
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Solution:
Pour t < 0 : uc = U0 ; q = CU0 ; i = 0 ; uR = 0 ; uL = 0
La tension aux bornes du condensateur ne peut pas subir de discontinuité, donc uc(0+) = uc(0−),
d’où uc(0+) = U0

L’intensité du courant à travers la bobine ne peut pas subir de discontinuité, donc i(0+) = i(0−),
d’où i(0+) = 0

— Pour uc(t), on aura besoin de uc(0+) et duc
dt (0+)

D’après la relation du condensateur : i = C
duc
dt , donc

duc
dt (0+) = i(0+)

C
= 0

— Pour i(t), on aura besoin de i(0+) et di
dt(0

+)
La loi des mailles à t = 0+ donne 0 = uc(0+) + uR(0+) + uL(0+), soit uL(0+) = −U0

Or d’après la relation de la bobine : uL = L
di
dt , donc

di
dt(0

+) = uL(0+)
L

= −U0

L

— Pour uL(t), on aura besoin de uL(0+) et duL
dt (0+)

La loi des mailles à t = 0+ donne 0 = uc(0+) + uR(0+) + uL(0+), soit uL(0+) = −U0

Pour déterminer la dérivée de uL, il est nécessaire de dériver la loi des mailles (écrite en t

quelconque) : 0 = duc
dt + duR

dt + duL
dt

Soit 0 = i

C
+ R

L
uL + duL

dt
Que l’on évalue à t = 0+ : 0 = i(0+)

C
+ R

L
uL(0+) + duL

dt (0+), soit duL
dt (0+) = R

L
U0

R3. Résolution
Elle se fait avec exactement la même méthode que celle mise en œuvre pour l’oscillateur mécanique.

R4. Aspect énergétique
(a) Exprimer l’énergie fournie par le condensateur sur la durée du régime transitoire.
(b) Exprimer l’énergie reçue par la bobine sur la durée du régime transitoire.
(c) Conclure.

III Bilan
Capacité exigible :Mettre en évidence la similitude des comportements des oscillateurs mécanique
et électronique.
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Oscillateur mécanique Oscillateur électrique RLC série

position z(t) Charge du condensateur q(t)

vitesse ż(t) = dz
dt Intensité du courant i(t) = dq

dt
Équation différentielle mz̈ + αż + kz = kzéq L

d2q

dt2 +R
dq
dt + q

C
= q(∞)

C

Coefficient de frottement α Résistance R

Constante de raideur du ressort k 1/C

Masse m Inductance L

Facteur de qualité Q =
√
km

α
Q = 1

R

√
L

C

Pulsation propre ω0 =
√
k

m
ω0 = 1√

LC

� Un oscillateur amorti (mécanique ou électrique) en régime libre, ou en réponse à un échelon, est
caractérisé par une grandeur s (position, intensité, tension, . . .) qui vérifie l’équation différentielle :

d2s

dt2 + ω0

Q

ds
dt + ω2

0s = ω2
0s(∞)

• la pulsation propre ω0 (en rad/s), c’est la pulsation des oscillations en l’absence d’amortissement ;
• le facteur de qualité Q (sans unité), nombre positif ;
• et s(∞) la valeur finale atteinte par s à la fin du régime transitoire (après quelques τ).

� Différents régimes transitoires :

t

s
critique

apériodique

pseudo-périodique

∆ Q τ

Régime apériodique ∆ > 0 Q <
1
2

1
ω0Q

Régime critique ∆ = 0 Q = 1
2

1
ω0

Régime pseudo-périodique ∆ < 0 Q >
1
2

2Q
ω0

� Durée du régime transitoire :

Q

τ = 1
ω0

Q = 1
2

τ ↘

La durée du régime transitoire apériodique
diminue si le facteur de qualité augmente.

τ ↗

La durée du régime transitoire pseudo-
périodique augmente si le facteur de qua-
lité augmente.

• À ω0 fixé, le régime transitoire le plus rapide est le régime critique.
• Pour un système très faiblement amorti tel que Q � 1, de nombreuses oscillations sont visibles et

la durée du régime transitoire est très élevée, et Ω ≈ ω0.

Bilan

IV Article de Pour la Science sur les amortisseurs de voiture
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