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Théme |. Ondes et signaux (Oscillateurs)
Chapitre n°6  Oscillateurs libres amortis

Suspension d’automobile : ensemble d’éléments qui assurent la liaison entre
un véhicule et ses roues et qui permettent d’amortir les mouvements dus aux
inégalités de la route. On peut repérer un ressort et un amortisseur.

Quand un véhicule monte sur un trottoir, il oscille verticalement sur sa sus-
pension. Si celle-ci est usée ou mal ajustée, l'oscillation peut durer longtemps
et/ou avoir une amplitude importante, ce qui est désagréable pour les passagers.
Sur quels facteurs faut-il agir pour que la suspension amortisse correctement
les oscillations du véhicule ?

Ces amortisseurs assurent également une adhérence convenable du véhicule sur

la route.
https://phyanim.sciences.univ-nantes.fr/Meca/Oscillateurs/suspension.php

Pré-requis
e Terminale : Theme Mouvement et interactions
o Vecteurs position, vitesse et accélération d’un point : définition et expression en coordonnées cartésiennes.
o Deuxieme loi de Newton.
e PCSI : Theme Ondes et signaux.
o Chapitre n°3. Signaux électriques dans ’ARQS.
o Chapitre n°4. Circuit linéaire du 1°" ordre.

o Chapitre n°5. Oscillateurs libres harmoniques.

Objectifs du chapitre

— Etudier deux oscillateurs libres amortis, correspondants aux systémes étudiés au chapitre précédent pour
lesquels on tient compte des phénomenes dissipatifs (frottements, résistance)

— Etudier les propriétés des oscillateurs selon les valeurs des parameétres de Doscillateur.

— Outils mathématiques : résoudre les équations différentielles M + %((ii_?; +wiy(t) = B
Plan du cours IT Etude du circuit RLC série 13
II.1 Méthodes . . . ... ... ... ..... 14
I Etude de loscillateur mécanique amorti 3 I1.2 Réponse a un échelon de tension . . . . . 15
I.1 Cadre de Vétude . . . . . . . . . .. . .. 3 II1.2.a) Position du probleme . . . . . . . 15
.2 Observations. . . .. .. ... ...... 3 I1.2.b) Observations . . ... ...... 15
1.3 Equation différentielle du mouvement . . 4 I1.2.c) Résolution . . . . ... ... ... 16
[.4 Résolution . . . . . ... ... ... ... 6 1.3 Etude du régime libre . . . . .. ... .. 19
[4a) Q> % : Régime pseudo-périodique 7
L4b) Q< % : Régime apériodique . . . 9| IIIBilan 22
Ldc) Q= % : Régime critique . . . . . 11
.5 Aspect énergétique . . . . ... ... .. 12 | IV Amortisseurs de voiture 23
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Ai-je bien appris mon cours?
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Etablir I'équation différentielle vérifiée par la position de la masse accrochée & un ressort vertical.
L’écrire sous forme canonique en identifiant les expressions du facteur de qualité @) et de la
pulsation propre wy.

Etablir I’équation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du condensateur dans le circuit
RLC série alimenté (ou non) par un générateur idéal de fem E constante. L’écrire sous forme
canonique en identifiant les expressions du facteur de qualité @) et de la pulsation propre wy.

Donner la forme canonique de 1’équation différentielle qui régit 1’évolution d’un oscillateur amorti.
Quel est le régime transitoire observé selon la valeur du facteur de qualité : pour quelle valeur de
@ le régime transitoire est-il pseudo-périodique/apériodique/critique ?

La valeur finale atteinte une fois le régime transitoire terminé, c’est-a-dire une fois le régime
permanent atteint, dépend-elle de la nature du régime transitoire ?

Déterminer les conditions initiales du circuit RLC série en réponse a un échelon de tension
(condensateur initialement déchargé) ou en régime libre (condensateur chargé initialement).

Résoudre I'équation différentielle d’un oscillateur amorti selon la valeur du facteur de qualité.

Quelle est I'ordre de grandeur de la durée de chacun des trois régimes transitoires en fonction de
Q@ et wq selon la nature du régime ?

Enoncer le théoreme de 1’énergie mécanique. Comment évolue 1’énergie mécanique au cours du
régime transitoire ?

Effectuer un bilan d’énergie du circuit RLC série lors de la réponse a un échelon de tension :
a) Calculer I'énergie fournie par le générateur sur la durée du régime transitoire.

b) Calculer I’énergie reque, et stockée par le condensateur.

c) Calculer I’énergie regue par la bobine. Que peut-on en dire ?

d) En déduire I'énergie dissipée par effet Joule dans la résistance.

Effectuer un bilan d’énergie du circuit RLC série lors du régime libre :

a) Calculer I'énergie initialement stockée par le condensateur, et perdue au cours du régime
transitoire.

b) Calculer I’énergie regue par la bobine. Que peut-on en dire ?

c) En déduire I'énergie dissipée par effet Joule dans la résistance.
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| Etude de I'oscillateur mécanique amorti
|.1 Cadre de I'étude

On s’intéresse au mouvement d’une masse m assimilée a un point M accrochée a un ressort vertical de
constante de raideur k et de longueur a vide ¢;.
L’axe vertical descendant est noté (Oz), avec O situé au point d’attache du ressort.

On modélise les frottements visqueux, c’est-a-dire les frottements exercés par un fluide (gaz ou liquide)
visqueux, par une force ? proportionnelle a la vitesse et opposée au mouvement :

7= a7
e a > ( et dépend du fluide et de la forme du systeme.
7 7|

. 7 est opposée au vecteur vitesse : elle s’oppose au mouvement.

° est proportionnelle a

.2  Observations

Capacité exigible : Analyser, sur des relevés expérimentaux, 1’évolution de la forme des régimes transi-

toires en fonction des parameétres caractéristiques.

/¢ Simulations de l’oscillateur mécanique amorti
http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/Meca/Oscillateurs/ressort.php

— a=0.02 kg/s? 1.0 — a=0.2 kg/s?
—— a=0.05 kg/s? —— a= 0.4 kg/s*
—— a=0.07 kg/s? —— a= 0.5 kg/s?

—— a=0.10 kg/s? 081 —— a= 1.0 kg/s?
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FIGURE 1 - Simulations d’évolutions de z — z4, pour différentes valeurs du coefficient de frottement (pour
m=100get k=0,225N - m™!)

R1. Comment peut-on décrire la nature du régime transitoire selon la valeur du coefficient de frottement ?

Solution:

Pour des coefficients de frottement « faibles », la masse M (m) retourne a la position d’équilibre en
oscillant. L’amplitude de ces oscillations diminue au cours de I’évolution.

On constate que pour des coefficients de frottement « élevés », la masse M (m) retourne a la position
d’équilibre sans oscillations.

R2. Comment évolue la durée du régime transitoire selon la valeur du coefficient de frottement ?
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Solution:

Dans le cas des coefficients de frottement « faibles » , plus le coefficient de frottement est faible,
plus le retour a 1’équilibre est lent, c’est-a-dire plus la durée du régime transitoire est longue. Le
cas limite est le cas de l'oscillateur harmonique pour lequel, en ’absence de frottement, le systeme
oscille indéfiniment autour de la position d’équilibre.

Dans le cas des coeflicients de frottement « élevés », plus le coefficient de frottement est élevé, plus
le retour a I’équilibre est lent, c¢’est-a-dire plus la durée du régime transitoire est longue.

1.3 Equation différentielle du mouvement

Capacité exigible : Ecrire sous forme canonique 1’équation différentielle afin d’identifier la pulsation

propre et le facteur de qualité.

‘pMéthode : Comment établir I’équation différentielle du mouvement ?
. Définir le systeme étudié.

1
2. Préciser le référentiel d’étude.

3. Faire le bilan des forces qui s’exercent sur le systeme étudié.
4

. Faire un GRAND SCHEMA COMPLET du dispositif étudié, sur lequel les forces seront représentées,
ainsi que les axes cartésiens, l'origine des axes, ...

S

Appliquer le Principe Fondamental de la Dynamique au systeme étudié et dans le référentiel choisi.
6. Projeter sur 'axe du mouvement.

7. En déduire I’équation différentielle de 'oscillateur amorti et la mettre sous la forme canonique :

2
d*z wodz+ 20 _ a2
— + Wy = WyZeq

@ T o@

et identifier les expressions de la pulsation propre wy [rad/s| et le facteur de qualité @ [sans unité].

En SII, vous écrirez cette équation différentielle sous la forme :

d?z dz
@ + 2&)05& + WSZ = ngéq

ou £ est le facteur d’amortissement [sans unité].

# A maitriser : Etablir ’équation du mouvement de oscillateur mécanique
g R1. Déterminer la longueur du ressort a 1’équilibre.
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Solution: Commencons par la base!
— Systeme étudié : Masse m

— Référentiel d’étude : référentiel terrestre considéré galiléen sur la durée de
I'expérience
— Bilan des actions mécaniques :
— Poids m? = mge_z>
— Force de rappel élastique : m = —k({— 50)6_;

—
— Force de frottement fluide : fropx = —hY = —az"e_z>

A Téquilibre 7\ = 6) et la gmme des forces est nulle, donc R
m? + félastique + ffrott =0 & (mg - kj(géq - gO) - 0)6—; = 07 ainsi mg — k(féq - EO) =0

leq = b + % > Ly |, avec ici loq = 24q

R2. Etablir I'équation différenticlle vérifiée par z en fonction de m, £y, g et k.

Solution: Appliquons le principe fondamental de la dynamique & la masse m dans le référentiel
terrestre d’étude :

mﬁ = m? + félastiqu; + ffrott

Le mouvement ayant uniquement lieu selon 1'axe vertical (Oz) : d = ze;

k(6 — el —azer.

En factorisant par e : (mé —mg+ k({ — ) + aé’)ej =0 o mi— mg+ k(0 —ly) +az =0

o = —
, ainsi : mZe, = mge, —

k k
Or ((t) = z(t) = z(t), ainsi mZ — mg — kly + kz + az = 0, donc 2 + Ry + —2 =g+ —{p, avec

) " m m m
9+€0=<fo+mg)
m m k
k k
Enfin : 2+gz'+—z:—zéq
m m m

R3. La mettre sous forme canonique et identifier les expressions de wy et Q.

w
Solution: Cette équation différentielle est de la forme Z + 502 + Wiz = wizeq

| k
On identifie la pulsation propre [wy = {/ —|.
m

h |k vmk
Et le facteur de qualité tel que “o _ —, soit () = m —, soit |Q = Ve
Q m h\m h

R4. Justifier les unités de wy et Q.
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Solution: On peut le faire de deux fagons :

— A partir de 'équation différentielle :
[2] = L.T2, donc on en déduit que [wiz] = L.T72 donc [w?] = T2, donc wy est homogene a
I'inverse d’un temps.

De méme [CZSZ] =LT72 orwyz=T"'x LT donc[Q]=1:Q n’a pas de dimension.

— A partir des expressions des constantes
En partant de [m| = M ; [k] = force/L = M.T~2; [h] = force/(L.T™') = M.T~!

k | M. T2
— | = — T_l
m] M

o [V T

Ainsi

= =1
h M.T-1

1.4 Résolution

Capacité exigible : Décrire la nature de la réponse en fonction de la valeur du facteur de qualité. Dé-
terminer la réponse détaillée dans le cas d’un régime libre ou d’un systéme soumis a un échelon en
recherchant les racines du polyndéme caractéristique. Déterminer un ordre de grandeur de la durée du

régime transitoire selon la valeur du facteur de qualité.

d?z  wydz

NV . 4 tp @ 2, _ 2. o
¢-Méthode : Comment résoudre 5B I 0 dt + wyz = Whrsq !
d%zy  wodzy
1. Résolution de I’équation homogéne sans second membre : e + 0 +wizg = 0 (EH)
a) Ecrire le polynéme caractéristique (PC) : 72 + CZ;r +w2=0
1
b) Calculer le discriminant de (PC) : A = 4w <4Q2 — 1)
c) Etudier le signe de A, selon les valeurs numériques fournies.
d) En déduire les racines r du polynéme caractéristique (PC).
1 1
— SiA<0& Q> 2 les racines sont complexes conjuguées : r = — ;}COQ + 5 woy/l— TQQ
~~
1 =0
T

1 1
— SiA>0&e0Q< 2 les racines sont réelles : r = _;COQ :i:wm/rQQ —1

1
— SiA=0&Q= 2 la racine est double : r = —wy

e) Ecrire les solutions générales zx(t) de I'équation homogene (EH), en introduisant deux constantes
d’intégration A et B :

1 ¢
— SiA<0&Q > 3 alors zg(t) = e (A cos(Qt) + Bsin(Qt))

1
— SiA>0&Q< > alors zy(t) = Ae™ + Be™!

— SiA=0&Q= ;, alors zy (t) = (At + B) exp(rt)
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2. Déterminer la solution particuliere zp recherchée sous la méme forme que le second
membre, c’est-a-dire sous la forme d’une constante dans ce chapitre : injecter zp constante dans
I’équation différentielle (E), et conclure sur zp.

3. La solution générale est la somme de la solution homogeéne et de la solution particuliére :
2(t) = zy(t) + zp

4. Déterminer les constantes d’intégration a ’aide des deux conditions initiales : position initiale z(0)

2
et vitesse initiale E(O)

# A maitriser : Résolution de I’équation différentielle
Suivre la méthode précédente (1.a), 1.b), 1.c)) et relier le signe de A a la valeur du facteur de qualité.

Solution: La résolution d’une telle équation différentielle passe par la détermination de la solution
générale de ’équation homogene, puis par la recherche d’une solution particuliere.

: . N . Wo .
Equation homogéne (sans second membre) : 2y + — 25 + wizg = 0.

Q

., w
— Equation caractéristique : 7% 4 el +w2=0
Q 0

2
— Discriminant : A = 2)22 — 4w} = 4w? (4@2 — 1>
— 11 faut distinguer trom cas selon le signe de A :
1 1 1
— Si A>O<:>——1>0<:>—>1<:> >Q*e Q< -,
! 102 402 @ el<s
1 1
alors 'EC possede deux racines réelles : r1o = —;g + 2$4w3 (W — 1) = _;C()Q +
1
— 1
40)?
1
—SiA=0&Q = 3 alors 'EC posseéde une racine double : r = —;g = —wp (puisque
Q=1/2).
1
— SiA<0<eQ > —, alors 'EC possede deux racines complexes conjuguées :
1
=204 \/ =04 1——
71,2 5 Q J Q Jwo 102

1
l4a) @ > 3 : Régime pseudo-périodique

# A maitriser : Résolution de I’équation différentielle
On se place dans le cas ou le facteur de qualité est supérieur a 1/2.
R1. En suivant scrupuleusement la suite de la méthode, déterminer la solution générale z(t) et la mettre
sous la forme z(t) = e~ 7 (A cos(Q2t) + B sin(Qt)) + Zeq-
Identifier les expressions de 7 et ) en fonction de @) et wy. Quelles sont les dimensions de ces deux
grandeurs ? A quoi correspondent-elles ?
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Solution:
— Etape 1.c)
1
On se place dans le cas A < 0 & @ > 2 alors 'EC possede deux racines complexes conju-

guées :

= :l: Vv —A = —
1,2 2@ J 9

— Etape 1.d)
La solution générale de 'EH s’écrit : zy(t) = exp (R(r)t) (A cos((r)t) + Bsin((r )t)), avec

%(r):—;"Qem() Wo —4222

1 1
Soit : zy(t) = exp <_2Qt> (A oS < Mt> + Bsin (wm/l — Wt))
® wpy/l— 1 Q2 est homogene a une pulsation.

1
On pose |2 = wgy/1 — —= |, la pseudo-pulsation.

4Q2 |

1

ot 1——
Jwo 102

Q

2Q

Wo NS . . soe e
e — cst homogene a 'inverse d'un temps, on introduit le temps caractéristique |7 = —

20 Wo

On réécrit zpy : |z (t) = e /7 (A cos(2t) + B sin(Qt))

— Etape 3
On obtient la solution générale de I’équation différentielle (E) :

2(t) = e U7 (A cos(2t) + B sin(Qt)) + Zeq |

R2. Déterminer les constantes d’intégration si initialement la masse est écartée d’une distance a depuis la
position d’équilibre et lachée sans vitesse initiale.

Solution: Etape 4
L’équation différentielle est du 2° ordre, donc sa solution fait intervenir deux constantes d’intégration,
ce qui nécessite deux conditions initiales pour les déterminer : c¢’est la position initiale z(0) et la
vitesse initiale 2(0).
— Position initiale : 2(0) = z¢q + a
Or d’apres 'expression de z : 2(0) = A + z¢q
En égalisant : A =a

— Vitesse initiale : 2(0) =0
Vitesse : £ = e~ 7 < - Acos (Qt) + Bsin (Qt)) — Awsin(Qt) + Bw cos(Qt)>
T
A
Doncat=0:2(0) = ——A+BQ or 2(0) =0,dot: B=— = @
Q Qr

Ainsi : |2(t) = aexp <—;gt> <cos(Qt) + 2209 sin(Qt)> + Zeq

R3. Représenter ’évolution de z(t).
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Solution:

Zeq T @

R4. Quel est 'ordre de grandeur de la durée du régime transitoire pseudo-périodique en fonction de wy et

Q7

Solution:
L’expression de z(t) — z¢q est le produit d'une fonction sinusoidale de pulsation €2 et d’une fonction
exponentielle décroissante e‘f, qui décroit sur une durée caractéristique de 7 (cf circuit du 1°F ordre).

Le régime transitoire a donc une durée caractéristique de 1'ordre de grandeur de quelques 7 = — :
Wo

le régime transitoire pseudo-périodique est d’autant plus long que le facteur de qualité @) est élevé,
et donc que les frottements sont faibles.

R5. Quelle forme prend la solution lorsque () — 400 ? Quelle est alors la durée du régime transitoire ?

Solution:
Pour Q < 1 (Q > 3 —4), dans le cas des conditions initiales précédentes :

Q

z(t) aexp (—;gt) (cos(wot) + 25210 sin(wot)> + Zeq

Q

a exp (—;gt) (cos(wot) + 21@ sin(wot)> + Zeq

“o
A aexp <_2Qt> cos(wot) + 2éq

Si Q — oo, alors e 20! 1, et on retrouve la situation de l'oscillateur harmonique (absence de
frottement) : z(t) & a cos(wot) + zeq

Q

Le régime pseudo-périodique est d'une durée de l'ordre de | — |
Wo

La durée du régime pseudo-périodique augmente lorsque le facteur de qualité augmente,
¢’est-a-dire lorsque les frottements diminuent.
Le facteur de qualité est de l'ordre de grandeur du nombre d’oscillations avant le régime permanent.

1
lL4b) Q< 5 Régime apériodique

On se place dans le cas ou le facteur de qualité est inférieur a 1/2.
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# A maitriser : Résolution de I’équation différentielle

R1. Résoudre compléetement I’équation différentielle si initialement la masse est écartée d’une distance a de

la position d’équilibre et lachée sans vitesse initiale.

Solution:
— Etape 1.c)

1
On se place dans le cas A > 0 Q < 3 alors 'EC possede deux racines réelles :

Wo 1 1
_ W A Sy 1/ 1
2T To0 T Q Y0V 202

— Etape 1.d)

La solution générale de 1’équation homogene s’écrit alors :

zH(t):Aexp<<—;CO2+wo 4222—1>t>+Bexp<<—;g—wo %122—1>t>
— Etape 3

La solution générale de 1’équation différentielle s’écrit donc

2(t) = Aexp <<_2Q +WO\/E> t) + Bexp ((—;g — wo\/E> t) + 2

A et B se déterminent & 1'aide des conditions initiales z(0) et 2(0).

— Etape 4
D’apres l'expression de z(t) : 2(0) = A+ B + 24, or 2(0) = 2z¢q + a, donc A+ B =a
On dérive : 2(t) = Arie™" + Brye™', or 2(0) = 0, soit Ary + Bry =0

et B=a
o —7 r —Te

1

En résolvant le systeme a deux inconnues précédent : A = a

a
La solution de I'équation différentielle s’écrit : | 2(t) = 24g + —— (TQ x et —r x em)
o —T1

/ 1 1
4@2 — 1 également puisque TQQ —-1< @

1
Au bout d’un temps long : tli)m 2(t) = zaq, en effet —;g — wO”élQ —1 <0 et _ﬁ +

R2. Représenter I’évolution z(t).

Solution:
z
dz
Z6q T 0 0)=0
a 70
Réq ft--=---=----- o=
0 0 A
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Quel est 'ordre de grandeur de la durée du régime transitoire apériodique ?
Les deux racines

wWo 1
= —— = -1
"2 2Q ~ “°\ 12
Wo Wo
= —— + —/1—-4Q?
2Q  2Q @

_ o 102
= 2Q( 144/1 4@)
sont négatives.

On introduit les deux constantes de temps caractéristiques :

1 1 1 1
—7“1_;202(14_\/1_74Q2> etTQ__T2_%<1—m> >T

T =

2.0

* » exp(-t/0,1)
- - exp(-t/2)
— somme

La solution s’écrit sous la forme :

2(t) = Ae™ + Be 7 + 24 15

_t
L’exponentielle e 71 décroit plus rapidement (sur un temps

_t 10y
plus court) que e 7.

L’exponentielle qui décroit le plus lentement et qui
impose donc la durée du régime transitoire est e 7.
Pour déterminer 'ordre de grandeur de la durée du régime
transitoire apériodique, il est donc nécessaire de déterminer
I'ordre de grandeur de 75.

0.5-

w#***" LR

0.0 : : e
0 2 4 6 8 10
temps (s)

On se place dans le cas Q < 1 (en pratique @ < 0,1 est une condition suffisamment contraignante) et on utilise
x
I'approximation (pour z < 1) : 1 —ax~1— —.

2
1
" WG o
QQ( N N Q)
N 1
o () [y 4
20 2
- wo X 2@2
1
Quwo
L . L, , 1
Le régime apériodique est d'une durée de 1'ordre de Q— !
Wo

La durée du régime apériodique diminue lorsque le facteur de qualité augmente (tout en
restant inférieur a 1/2), c’est-a-dire lorsque les frottements diminuent.

L’influence du facteur de qualité sur la durée du régime transitoire apériodique (Taper x 1/Q)
est inverse de celle sur la durée du régime pseudo-périodique (Tpseudo-per X Q).

1
lLdc) Q= 5 Régime critique

On se place dans le cas ou le facteur de qualité est égal a 1/2.
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# A maitriser : Résolution de I’équation différentielle
R1. Résoudre compléetement I’équation différentielle si initialement la masse est écartée d’une distance a de
la position d’équilibre et lachée sans vitesse initiale.

Ainsi

Solution:

Etape 1.c)

Lorsque le discriminant est nul, I’équation caractéristique possede une racine double : r =
Wo

~20°
1 N
or ) = 3 d’ou r = —wy

Etape 1.d)
La solution de I’équation homogene s’écrit alors : zy (t) = (At + B)e 0!

Etape 2.

La solution particuliere se recherche comme pour le régime pseudo-périodique, donc zp = 2z
Etape 3.

La solution générale s’écrit z(t) = (At + B)e 0 + z¢

Etape 4

Les deux constantes d’intégration se déterminent a ’aide des conditions initiales z(0) et 2(0).
2(0) = B + 24, or 2(0) = a + 24, soit B=a

Vitesse : 2 = e~ 0! (A — wo(At + B))

At=0:20)=0=A— Buwy, soit A= awy

2(t) = ae (1 + wot) + 2¢q

R2. Représenter ’évolution z(t).

Solution:

4 d’/
Zeq + @ d‘t’ (0)=0
Zéqp-----------—===
0 0 2

R3. Quel est I'ordre de grandeur de la durée du régime transitoire en fonction de wqg ?

Solution: On retrouve ici une fonction faisant intervenir une exponentielle décroissante, qui décroit
donc sur une échelle de durée de 1/wy.

|.5 Aspect énergétique

Capacités exigibles : Prévoir I’évolution du systéme a partir de considérations énergétiques.
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# A maitriser : considérations énergétiques

L’équation différentielle du mouvement peut étre établie a ’aide de considérations énergétiques.
Le théoréme de la puissance mécanique (TPM) (cf chapitre 12) énonce que la dérivée de énergie

mécanique par rapport au temps est égale a la somme des puissances des forces non conservatives, soit ici :

ds,,
o = 2 (foon)

avec & ( ffrott> la puissance de la force de frottement fluide définie par : 9( ffrott) = frrott o

R1. Exprimer la puissance de la force de frottement en fonction de la norme du vecteur vitesse. Quel est
son signe ? En déduire comment évolue 1’énergie mécanique au cours du temps en utilisant le TPM.

Solution: T —az? < 0, donc &, diminue au cours du temps, ce qui est cohérent avec la prise
en compte des frottements.

R2. Donner 'expression de I’énergie mécanique du systeme en fonction de k, m, 0y, g, 2z, 2.

Solution: L’énergie mécanique du systeme est la somme de I'énergie cinétique et des énergies
potentielles de pesanteur et élastique :

1 1
b = bt Epp+ Epa = §m22 —mgz + Sk(( - lo)? + cste

R3. Etablir ’équation différenticlle du mouvement par application du TPM.

Solution: Appliquons la loi de la puissance mécanique :
dé, . . .
—— =mZi—mgi+ki(z —{p)
dt
y(ffrott) == —067 : 7 = —OéZ.2

Ainsi : m22 —mgi+ki(z—1{y) = —ai® & Z(mé—f-aé—i—kz—mg—k&)) = 0, ce qui nous donne, 2 =0

(cas peu intéressant) ou mz + az + kz — mg — kly = 0, ce qui nous donne ’équation différentielle
du mouvement.

0.0040k- ‘ E, 0.0040 oo E,
0.0035 | | | | 5 0.0035 5
0.0030}- 0.0030} -y

1
1

= 0.0025}-- = 0.0025} |l .

] @ 1 ..'

2 2 8!

& 0.0020} 0.0020f -

= c f

w w .

0.0015}-- 0.0015}---=1--
«l
P )
0.0010}- 0.0010} _.'l )
1 o
I *
0.0005}-- 0.0005f &4t
. 1 .
. 1
. : : N I L S e e Ly, o
0.0000Q L 0.0000 2 s PP N PNT L BN > »
0.0 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
t(s)

t(s)

FIGURE 2 — Evolutions des énergies en fonction du temps.
A gauche : régime transitoire apériodique. A droite : régime transitoire pseudo-périodique

Il Etude du circuit RLC série



Physique — Chapitre n°6 PCSI
Page 14 / 20 Année 2024-2025

1.1 Méthodes d'étude des oscillateurs électriques amortis

Capacité exigible : Ecrire sous forme canonique 1’équation différentielle afin d’identifier la pulsation
propre et le facteur de qualité.

‘pMéthode : Comment établir I’équation différentielle d’un oscillateur élec-
trique ?
On souhaite établir ’équation différentielle vérifiée par une grandeur électrique s (u., i, q, ...) :

1. Représenter le circuit électrique étudié, en nommant et fléchant SUR le circuit toutes les tensions et
intensités.

2. Lister les grandeurs électriques (tension, intensité) inconnues (qui ont du étre représentées sur le circuit
précédemment).

3. Ecrire toutes les relations indépendantes possibles :
— lois des mailles indépendantes (attention aux redondances) ;
— lois des neeuds (attention aux redondances) ;
— relations entre intensité et tension pour tous les dipdles.
4. Combiner ces relations entre elles pour ne conserver que la grandeur qui nous intéresse.

5. Mettre I’équation différentielle sous forme canonique :

d%?s  wpds

@ T oa

+ was = wis(oo)

et identifier les expressions de la pulsation propre wgy et du facteur de qualité () en fonction des
résistances, inductances et capacités présentes dans le circuit.

Capacité exigible : Interpréter et utiliser les continuités de la tension aux bornes d’un condensateur ou
de ’intensité dans une bobine.

‘g"Méthode : Comment déterminer les conditions initiales ?

On a obtenu une équation différentielle du 2¢ ordre vérifiée par s (tension, intensité, charge, ...), pour la
% O+) 5

dt( '

1. Déterminer les valeurs des intensités et tensions AVANT la fermeture de I'interrupteur.

résoudre, il faut déterminer les deux conditions initiales s(0") et

2. Utiliser la continuité de la charge du condensateur (ou de la tension aux bornes du condensateur) et de

I'intensité du courant & travers une bobine, pour déterminer ces valeurs JUSTE APRES la fermeture
de l'interrupteur (¢t = 07).

3. Les autres grandeurs électriques a t = 07 se déterminent en appliquant les relations intensité/tension

&(Oﬂ.

at=07" et les lois des mailles et des noeuds & t = 07. En déduire les valeurs de s(07) et

AAttention — Erreur a ne pas commettre

ds
La notation E(OJ“) signifie qu’on évalue la dérivée de s par rapport au temps en 0" : on commence par

. 202 S . ,
exprimer la dérivée pre puis on I’évalue en 0.

Attention, la connaissance de la valeur prise par s en 0™ ne donne aucune information sur la valeur de

ds ds
— + * + p— + p—
o (07) : s(0 — 0 .
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1.2 Etude de la réponse a un échelon de tension

Il.2.a) Position du probleme

On g’intéresse ici a la réponse d’un circuit constitué d’une résis-
tance, d'une bobine idéale et d'un condensateur en série, soumis a
un échelon de tension :

Pour t < 0, l'interrupteur est ouvert et le condensateur est dé-
chargé.

A t = 0, on ferme linterrupteur, ce qui connecte le générateur idéal
de fem FE, en série, avec le RLC.

Pour ¢t > 0, on étudie la réponse du systeme a cet échelon de tension
et en particulier la charge du condensateur.

I1.2.b) Observations

Capacité exigible : Analyser, sur des relevés expérimentaux, 1’évolution de la forme des régimes transi-

toires en fonction des parameétres caractéristiques.

/% Observations expérimentales du circuit RLC série

9 ‘ ,
o\ [— mmmm]] T
A 1 1 : : - - R=30009 - T
6| - o P
- N S -
] I Y B Y SN S e B : =3 7
o s
3t s
/
2+ 1,,/,/
1 //
0 I I I I I
0 L L L L L L L
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030 0.0035 0.0040 °-0000 ~ 0.0005  0.0010 ~ 0.0015 ~ 0.0020 ~ 0.0025  0.0030

#(s) ts)

FIGURE 3 — Simulations d’évolutions de la tension aux bornes du condensateur, pour différentes valeurs de
résistance, avec C'=10nF et L = 0,5 H.

R1. Comment peut-on décrire la nature du régime transitoire selon la valeur de la résistance ?

Solution: On peut faire les mémes conclusions que précédemment, en faisant I’analogie entre le
coefficient de frottement et la résistance.

On constate que pour des résistances « faibles », la tension aux bornes du condensateur tend vers
sa valeur en régime permanent en oscillant. L’amplitude de ces oscillations diminue au cours de
I’évolution.

On constate que pour des résistances « élevées », la tension aux bornes du condensateur tend vers
sa valeur en régime permanent sans oscillations.

R2. Comment évolue la durée du régime transitoire selon la valeur de la résistance ?
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Solution: On peut faire les mémes conclusions que précédemment, en faisant ’analogie entre le
coefficient de frottement et la résistance.

Dans le cas des résistances « faibles » , plus la résistance est faible, plus les oscillations sont nom-
breuses, et plus le régime transitoire est long avant d’atteindre le régime permanent. Le cas limite
est le cas de l'oscillateur harmonique LC pour lequel, en I'absence de résistance, le systeme oscille
indéfiniment autour de la valeur en régime permanent.

Dans le cas des résistances « élevées », plus la résistance est élevée, plus le régime transitoire est
long.

Résolution

# A maitriser : Etude du circuit RLC série en réponse a un échelon de tension
R1. Etat final

Déterminer, par une étude du circuit en régime permanent, u.(c0) et i(0o) a la fin du régime transitoire
(cf méthode vue au chapitre 4).

Solution:

Une fois le régime permanent atteint, la bobine est équi- - ur(o0) - uz (o)
valente a un fil et le condensateur est équivalent a un R

interrupteur ouvert. ' L
On déduit immédiatement de ces comportements : i(00)

i(00) = 0; ug(o0) =0; ug(o0) =0 ET @ XC | u.(o0)

La loi des mailles donne u.(00) = F

R2. Equations différentielles

(a) Etablir I'équation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du condensateur.
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Solution: On étudie la réponse a un échelon de tension :

UR ur,
R L
[ o —

1A

ETC) @ |==C|u

On applique la loi des mailles : u, +up +ug — £ =0

— Pour établir I’équation différentielle vérifiée par u.., il faut tout exprimer en fonction de

U
. . , du,
— Intensité du courant & travers le condensateur : i1 = C' &
) . di . d?u,
— Tension aux bornes de la bobine : u;, = L&, d’ou : ur = LC 7B
. ) du,
— Tension aux bornes de R : up = Ri = RC &
d2 c d C d2 c Rd C C E Z
Ainsi u, + LC d;é + RC dl; =F < dtl; + 7 d?jf Z?C =7l que l'on écrit sous

forme canonique
d%u.  wp du,

_|_ -
de? Q dt

20 )2
+ wiue = wi B
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Solution:

— Pour établir I’équation différentielle vérifiée par 7, il faut tout exprimer en fonction de i :

du,
— Intensité du courant a travers le condensateur : i = C' "
. . de
— Tension aux bornes de la bobine : u; = La,
— Tension aux bornes de R : ugp = Ri
di
Dot : uc—l—Ld—z—kRi:E.
Pour exprimer u. en fonction de i, il est nécessaire de dériver par rapport au temps
du d?i di du i 7 d?i di
I'équation précédente : — +L—+R— =0, avec — = —, dolt =+L—-—+R— =0
q P a " ae T a ~ C c e T

— Pour établir I’équation différentielle vérifiée par uy, il faut tout exprimer en fonction de
ur, -

du,

dt

— Intensité du courant a travers le condensateur : 1 = C

€
— Tension aux bornes de la bobine : u; = Ld—z,
— Tension aux bornes de R : ugp = Ri
d?u, d’Ri d?
Il faut dériver la loi des mailles deux fois : d; + dtQZ + dZL =0
d?u, 1ds ur,

W T cat T Lo
&4 _ Rdug
ez L dt
duy,  d?
Ainsi 2y fdu du

LC L dt dt?

(b) Mettre 'équation différentielle sous forme canonique et identifier les expressions de la pulsation
propre wy et le facteur de qualité Q.

Solution:

d? Rd E
Prenons le cas de la charge du condensateur, on a obtenu ditg + Zd%fj + % =7

Que 'on peut écrire sous forme canonique : P + 65 +wiq = 7
1 R L 1 /L
Onidentiﬁe:wozmetg:L@Q:R O:E 6
R3. Conditions initiales
ds du, d
Déterminer les valeurs de u.(07), i(07), d—;(O*), dut (07), ur(07), %(O*).
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Solution:

Le condensateur est initialement déchargé avant la fermeture de I'interrupteur, donc u.(07) = 0,
donc ¢(07) = 0.

Avant la fermeture de l'interrupteur, 'intensité du courant est nulle, i(0~) = 0, donc ug(0~) = 0 et
ur(07) =0.

La tension aux bornes du condensateur ne peut pas subir de discontinuité, donc u.(0%) = u.(07),
d’ot u.(07) =0

L’intensité du courant & travers la bobine ne peut pas subir de discontinuité, donc i(0") = i(07),
d'oui(07) =0

du,
— Pour u.(t), on aura besoin de u.(07) et %(O*)
4 Ue du, i(0T)
D’apres la relation d densateur : 1 = C d 0t) = =0
apres la relation du condensateur : ¢ 3 done (01) c

— Pour i(t), on aura besoin de i(0") et 3;(0*)

La loi des mailles & t = 07 donne E = u.(0") + ug(0") + uz(07), soit u,(07) = F

de de * E
Or d’apres la relation de la bobine : u;, = Ld—; donc d—z(O’L) = UL(LO) =7
d
— Pour uy(t), on aura besoin de uz(0") et %(O*)

La loi des mailles a t = 07 donne F = u.(0%) + ug(0") + uy (07), soit ur,(07) = F

Pour déterminer la dérivée de uy, il est nécessaire de dériver la loi des mailles (écrite en ¢
du, durp dug

quelconque) : 0 = & + g + Fr
. 1 R du
801t0:6+ZuL+d—tL
/(0F d d
Que Ton évatue a ¢ = 0%+ 0= "0 4 2y 09y 4 V2 00), soie W2 0v) = g

R4. Résolution

Elle se fait avec exactement la méme méthode que celle mise en ceuvre pour l'oscillateur mécanique.

R5. Aspect énergétique

(a) Exprimer I’énergie regue par le condensateur sur la durée du régime transitoire.
(b) Exprimer I’énergie fournie par le générateur sur la durée du régime transitoire.
(c) Exprimer I’énergie regue par la bobine sur la durée du régime transitoire.

(d) Conclure.

1.3  Etude du régime libre

On étudie le régime libre du circuit RLC série : le condensateur a été préalablement chargé sous la tension
Up (pour ¢t < 0).
A ¢t =0 on connecte le condensateur en série avec une résistance et une bobine supposée idéale (autrement
dit, on ferme 'interrupteur), et on étudie 1’évolution des grandeurs électriques du circuit pour ¢ > 0.

# A maitriser : Etude du circuit RLC série en régime libre
R1. Equations différentielles

Etablir I’équation différentielle vérifiée par 'intensité du courant électrique, et I’écrire sous forme cano-
nique.
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Solution: Calculs strictement identiques au cas de la réponse a un échelon de tension « en enlevant
le B ».

On obtient des équations différentielles strictement identiques, mais sans 2° membre.

URr ur,

On applique la loi des mailles : v, +uy + ug — 0 =10

— Pour établir I’équation différentielle vérifiée par ., il faut tout exprimer en fonction de wu,. :

du,
— Intensité du courant a travers le condensateur : i = C' dl;
) . di ., . d?u.
— Tension aux bornes de la bobine : u;, = L&, d’ou : ur = LC 5B
. ) du,
— Tension aux bornes de R : up = Ri = RC &
d2 c d c d2 C Rd c C
Ainsi u. + LC d;; + RC dljf =F & d; + 7 dqu + ;C =0/, que l'on écrit sous forme

canonique
2
d“u, wo du,

e Toa

+wiue. =0
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Solution:

— Pour établir I’équation différentielle vérifiée par 4, il faut tout exprimer en fonction de ¢ :

du
— Intensité du courant a travers le condensateur : i = C' dtc
. . de
— Tension aux bornes de la bobine : u; = L&,
— Tension aux bornes de R : ugp = Ri
dz
D’ou : uc—i-L&—FRi:O.
Pour exprimer u,. en fonction de i, il est nécessaire de dériver par rapport au temps 1’équation
du, d?i dz du. 1 i d?i di
récédente : 4+ L— + R— =0, avec =—,dou=+L—+R—=0
P dt ae T it~ C ¢ Vae T
— Pour établir I'équation différentielle vérifiée par uy, il faut tout exprimer en fonction de uy, :
du
— Intensité du courant a travers le condensateur : i = C' dtc
. . de
— Tension aux bornes de la bobine : u; = L&,

— Tension aux bornes de R : ugp = Ri

d?u. d?Ri d?
Il faut dériver la loi des mailles deux fois : dtZ + 1 t22 + dZL =0
d?u, 1ds ur,

W T oat T Lo
in . RduL
dtz2 L dt
. .urp Rduy, d2uL
A _ = - =
lnSILC+Ldt+dt2 0
d? Rd
Prenons le cas de la charge du condensateur, on a obtenu dT;] + Z£ + % =0
d? d
Que 'on peut écrire sous forme canonique : ditg + cgd(t] +wiqg=0
1 R L 1 /L
Onidentiﬁe:wozmetg:L<:>Q:RwozR 6
R2. Conditions initiales
di du, d
Déterminer les valeurs de u.(07), i(07), d—i((fr)7 dlff (07), ur(07), %(0*).
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Solution:

Pourt<0:u.=Uy;q=CUy;i=0;ugr=0;u, =0

La tension aux bornes du condensateur ne peut pas subir de discontinuité, donc u.(0") = u.(07),
dot u,(0) = Up

L’intensité du courant & travers la bobine ne peut pas subir de discontinuité, donc ¢(0%) = #(07),
dot i(07) =0

— Pour u.(t), on aura besoin de u.(07) et %(O*)
du, du, (0
D’apres la relation du condensateur : i = Cd—i, donc di (07) = Z(C ) =0

Y
— Pour i(t), on aura besoin de i(0") et d—;(OJF)

La loi des mailles a ¢t = 0" donne 0 = u.(07) + ug(0") + ur(07), soit u,(0%) = =Uj

d de 0+ Ui
Or d’apres la relation de la bobine : u;, = Ld—z, donc d—i(O*) = uL(L ) = _fo
. dur,
— Pour uy(t), on aura besoin de uz(0) et E(O*)

La loi des mailles a ¢t = 0% donne 0 = u.(07) + ug(0") + ur(07), soit u,(0%) = —Uj

Pour déterminer la dérivée de up, il est nécessaire de dériver la loi des mailles (écrite en ¢
du, dup dug

@ @ T ar

quelconque) : 0 =

. 1 R du
SOltoza—FfuL—FTtL
on & oot .go W0 ROy dun o odug o R
Que l'on évalue a t =07 : 0 = —l—LuL(O )+ ” (01), soit % (01) LUO

R3. Résolution
Elle se fait avec exactement la méme méthode que celle mise en ceuvre pour l'oscillateur mécanique.

R4. Aspect énergétique
(a) Exprimer I’énergie fournie par le condensateur sur la durée du régime transitoire.
(b) Exprimer I’énergie recue par la bobine sur la durée du régime transitoire.

(c¢) Conclure.

[11  Bilan

Capacité exigible : Mettre en évidence la similitude des comportements des oscillateurs mécanique
et électronique.
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Oscillateur mécanique Oscillateur électrique RLC série
position z(t) Charge du condensateur ¢(t)
d d
vitesse Z(t) = £ Intensité du courant i(t) = £
, d? d
Equation différentielle mz+az + kz = kzgq Ld—tg] + Rd—z + % = (C)
Coefficient de frottement « Résistance R
Constante de raideur du ressort k 1/C
Masse m Inductance L
vk 1 /L
Facteur de qualité Q= m Q===
« RYC
Pulsati \/ i !
ulsation propre wo =/ — Wy = —F——
prop 0 m 0 \/E

V¥Bilan
B Un oscillateur amorti (mécanique ou électrique) en régime libre, ou en réponse a un échelon, est
caractérisé par une grandeur s (position, intensité, tension, ...) qui vérifie 'équation différentielle :

d%s  wyds
@ = 6& -+ wgs = wgs(oo)

e la pulsation propre wy (en rad/s), c’est la pulsation des oscillations en I'absence d’amortissement ;

e le facteur de qualité ) (sans unité), nombre positif ;

e ¢t s(00) la valeur finale atteinte par s a la fin du régime transitoire (apres quelques 7).

B Différents régimes transitoires :

A\ S
— critique
- --- apériodique A Q T
1 1
- - -« pseudo-périodique | Régime apériodique A>0|Q< 3 7@
Wo
L . i 1 1
Régime critique A=0|1Q==-| —
________ —— 2 %)
"t 1| 20Q
Régime pseudo-périodique | A <0 | Q > 3| o
Wo

B Durée du régime transitoire :

™\ r=% v

wo

|
, . . o e ! Lad d ime t itoi do-
La durée du régime transitoire apériodique Q=1 ?,l , 1:11“'ee 11 TESINE LFANSILOILe Pseudo- ()
.. . ., 2 périodique augmente si le facteur de qua-
diminue si le facteur de qualité augmente. lité augmente

o A wy fixé, le régime transitoire le plus rapide est le régime critique.
e Pour un systéme tres faiblement amorti tel que ¢ > 1, de nombreuses oscillations sont visibles et

la durée du régime transitoire est tres élevée, et {2 &~ wy.

IV Article de Pour la Science sur les amortisseurs de voiture



- l IDEES DE PHYSIQUE

LES AUTEURS

JEAN-MICHEL COURTY et EDOUARD KIERLIK

professeurs de physique a Sorbonne Université, a Paris

ROULER
SANS ETRE

SECOUE

Assurer une bonne tenue de route et le confort des passagers:
tel est le role des suspensions et amortisseurs dans une voiture.
Des suspensions dont les fréquences d’oscillation doivent éviter
celles qui sont propres au corps humain.

es routes ne sont pas parfai-

tement planes. Lorsque les

revétements sont dégradés,

les creux et bosses de la

chaussée provoquent un mou-

vement vertical des roues, qui
se transmet a la caisse du véhicule et aux
passagers. Les conséquences sont mul-
tiples: risque de perte de contact entre la
roue et le sol, donc d’'une mauvaise tenue
de route, usure de la structure et des eéqui-
pements, inconfort des passagers. Pour
éviter ces désagréments, la suspension du
véhicule joue un réle essentiel. Mais com-
ment choisir ses caractéristiques?

DES SUSPENSIONS...

L’analyse des mouvements de la
caisse d’un véhicule et de sa tenue de
route peut vite devenir complexe. Nous
allons donc nous restreindre aux mouve-
ments verticaux d’'une automobile rou-
lant en ligne droite. Jouons les naifs et

88 /POUR LA SCIENCE N° 498 / Avril 2019

imaginons un véhicule sans suspension,
c’est-a-dire avec des essieux liés rigide-
ment au chassis.

Tant que la route est plate, pas de sou-
cis. Mais qu’une irrégularité se présente,
et laroue subit une accélération verticale.
En effet, les pneus, bien que légérement
compressibles, ne peuvent épouser la
déformation et transmettent a la caisse,
par exemple lors de la montée d’une
bosse, une accélération verticale, donc
une vitesse verticale.

Considérons un tel véhicule se dépla-
c¢ant a 36 kilometres par heure, soit
10 metres par seconde, et qui passe sur
un ralentisseur. Lorsque les roues avant
roulent sur la pente montante, que I'on
suppose inclinée de 10%, elles sont ani-
mées d’une vitesse vers le haut de 1 metre
par seconde. Apres que le train avant a
dépassé le sommet de la bosse, les roues
avant perdent le contact avec le sol, donc
Padhérence, et 1a voiture décolle: malgré

Les roues des véhicules

sont équipées d'une

suspension (un ressort)

et d'un amortisseur, afin
d'atténuer les effets”

des irrégularités

de la chaussée.

la gravité, elle conserve une vitesse ascen-
dante pendant 0,2 seconde et aura donc
parcouru au moins 2 metres avant de
retomber.

Pour éviter cela, il faut empécher que
le mouvement vertical des roues soit
transmis instantanément et totalement a
la caisse, afin que celle-ci reste horizon-
tale malgré la bosse. Cela implique une
suspension compressible: c’est le role des
ressorts hélicoidaux de suspension, bien
visibles sur la plupart des voitures. Dans
leur régime habituel de fonctionnement,
leur variation de longueur (étirement ou
compression) est proportionnelle a la
force subie a leurs extrémités. Linverse
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de la constante de proportionnalité est la
«raideur»: plus cette caractéristique du
ressort est élevée, plus la déformation est
faible, pour une force donnée.

Surgit alors une nouvelle difficulté.
Une masse m (la caisse) posée sur des
ressorts (la suspension) oscille verticale-
ment des qu’on lui donne une impulsion.
La fréquence de ces oscillations, appelée
fréquence propre, ne dépend pas de 'am-
plitude du mouvement: elle est propor-
tionnelle a la racine carrée de k/m, ou
k désigne la raideur du ressort. Ainsi, lors
du passage d’un ralentisseur, les ressorts
se compriment, ce qui réduit fortement
le mouvement de la caisse du véhicule

vers le haut, mais au prix d’'un nouvel
inconvénient: une fois le ralentisseur
franchi, la caisse de la voiture se met a
osciller verticalement!

... QUI OSCILLENT PARFOIS
INCONFORTABLEMENT

Et ce n’est pas tout, car les routes sont
toujours quelque peu ondulées. En pra-
tique, on tolere des ondulations d’ampli-
tude comprise entre 2 et 20 millimétres
pour des distances créte-créte allant de
1 a 50 metres. Ce qui, avec des vitesses
variant entre 1 et 35 metres par seconde,
engendre des fréquences de vibration
comprises entre 0,02 et 35 hertz (Hz).

o
b “~____ Niveau

‘de la.caisse

ONDULATIONS

e mouvement vertical de
L la caisse d'un véhicule dont

les roues sont équipées d'une
suspension et qui roule sur une
chaussée ondulée dépend de sa
vitesse. A faible vitesse, la caisse
suit la déformation de la chaussée.
A vitesse élevée, lamplitude
du mouvement est faible. A vitesse
moyenne, ou la fréquence des
bosses rencontrées est voisine de
la fréquence propre d'oscillation des
suspensions (situation de résonance),
le mouvement est légérement
amplifié. Un déphasage est également
a noter, sauf a faible vitesse.

Si la voiture roule lentement, la fré-
quence des oscillations verticales impo-
sées par la chaussée est plus faible que la
fréquence propre d’oscillation du véhicule.
Celui-ci suit alors le mouvement vertical
des roues, mais, comme ce mouvement est
lent, ce n’est pas vraiment un probleme.

Sila voiture roule vite, les oscillations
sont plus rapides que la fréquence propre; >

Les auteurs ont
récemment publié:
En avant la physique!,

LLIIJ une sélection de leurs
chroniques (Belin, 2017).
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> dans ce cas, la caisse bouge a peine selon
la verticale et la suspension joue parfai-
tement son role.

Mais si la fréquence des oscillations
est proche de la fréquence propre du
véhicule, il ya résonance: les ondulations
de la chaussée sont amplifiées, et la
caisse bouge verticalement avec des
amplitudes bien supérieures aux irrégu-
larités de la chaussée!

ENDEZ-VOUS

DES AMORTISSEURS ADEQUATS

Que faire? D’abord, limiter fortement
les oscillations libres de notre systeme
masse-ressort. C’est le role des amortis-
seurs, ces dispositifs encastrés selon I’axe
des ressorts de suspension. Encore faut-il
convenablement régler Pamortissement:
trop faible, il n’empéchera pas de nom-
breux rebonds; trop élevé, il n’y aura plus
de rebond, mais le temps de retour a
I’équilibre sera trés long, ce qui nuira au
confort des passagers si les irrégularités
se succedent a un rythme plus élevé.

On choisit ainsi le coefficient d’amor-
tissement pour que le systeme de suspen-
sion-amortissement soit & peu pres dans
son régime «critique », ol les rebonds ont
tout juste disparu et ou le retour a I’équi-
libre est le plus rapide (pour un amortis-
sement donné, le régime critique dépend
de la fréquence propre, donc de la masse
du véhicule et de sa charge). Un autre
avantage de ce choix est que I"amplifica-
tion du mouvement, quand la fréquence
excitatrice atteint une fréquence de réso-
nance, proche de la fréquence propre du
systéme non amorti, est peu marquée.

Reste une question épineuse.
Comment choisir la raideur des ressorts
de suspension? On devine qu’ils doivent
étre mous pour le confort, mais pas trop
pour limiter "amplitude du mouvement de
la suspension, c’est-a-dire son débatte-
ment. Au-dela de ce minimum a respecter,
c’est en fait le confort des passagers qui va
déterminer la raideur des ressorts, de telle
facon que la fréquence de résonance de
Poscillateur caisse-suspension ait la valeur
la moins génante pour le corps humain.

11 faut tout d’abord éviter le mal des
transports, qui apparait lorsque notre
oreille interne est sollicitée a des fré-
quences inférieures a 1 Hz. De fagon plus
générale, le corps humain est tres sensible
aux vibrations de fréquences inférieures
a 20 Hz, précisément les fréquences qu’il
subit dans une voiture.

L’étude biomécanique est délicate,
mais il est possible de modéliser les dif-
férentes parties du corps comme des
ensembles masse-ressort amortis et de
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LE CORPS ASSIMILE
A DES MASSES
ET DES RESSORTS

ur le plan biomécanique,

on peut modéliser le corps

humain de fagon simplifiée
comme un assemblage de masses
reliées par des ressorts amortis, comme
représenté ci-contre. Cela s'applique
aux membres comme aux principaux
organes internes. Chacun de ces
systémes masse-ressort se caractérise
par une fréquence propre d'oscillation,
qui détermine son comportement lors
d’'oscillations imposées de U'extérieur.
La conception des suspensions
d'un véhicule doit en tenir compte.
En particulier, il faut éviter que
le véhicule oscille a des fréquences
qui soient trop proches des fréquences
propres des parties du corps humain,
ce qui donnerait lieu a une
amplification par effet de résonance.
Les suspensions sont, de ce fait,
congues pour que leur fréquence
de résonance soit voisine de 1 hertz.

déterminer les fréquences propres de ces
oscillateurs (voir encadré ci-dessus).

Outre les vibrations de la téte, de la
colonne vertébrale ou des membres, cette
analyse révele que nos organes internes
peuvent aussi bouger par rapport au reste
du corps. Et si nous sommes agités a un
rythme proche de leurs fréquences propres
(environ 7 Hz pour le cceur, entre 4 et 8 Hz
pour le foie, entre 6 et 12 Hz pour les
reins...), des troubles et des douleurs variés
peuvent s’ensuivre.

REGLER LA FREQUENCE PROPRE
SUR ENVIRON 1 HERTZ

La conclusion est que la sensibilité de
I’organisme humain aux vibrations verti-
cales est minime aux environs de 1 Hz.
C’est cette fréquence qui nous permet de
dimensionner les suspensions: avec une
masse de 1tonne, donc 250 kilogrammes
par roue, on trouve des raideurs de
10 kilonewtons par metre et un temps de
relaxation (retour a I’équilibre) de I'ordre
de quelques dixiemes de seconde. Des
chiffres similaires aux valeurs réelles,
malgré la simplicité et les limites de
notre approche, qui omet les vibrations
des pneus ou des sieges et qui suppose
des suspensions purement passives... ®
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