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Exercice n°
Capacités

Analyser, sur des relevés expérimentaux, 1’évolution de la forme des régimes
transitoires en fonction des parametres caractéristiques.

Ecrire sous forme canonique I'équation différentielle afin d’identifier la pulsa-
tion propre et le facteur de qualité.

Décrire la nature de la réponse en fonction de la valeur du facteur de qualité.

Déterminer la réponse détaillée dans le cas d’un régime libre ou d’un systeme
soumis a un échelon en recherchant les racines du polynome caractéristique.
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Interpréter et utiliser la continuité de la tension aux bornes d’un condensateur
ou de l'intensité du courant traversant une bobine.
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Déterminer un ordre de grandeur de la durée du régime transitoire selon la
valeur du facteur de qualité.

W
W
W

Prévoir I’évolution du systeme a partir de considérations énergétiques.

Réaliser un bilan énergétique.
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| Exercices d'application directe du cours

Exercice n°1 Recherche de régime permanent

Déterminer la tension aux bornes de chaque condensateur ou le courant circulant dans chaque bobine lorsque

le régime permanent est atteint.
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Solution:
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La résistance et le générateur sont en parallele, Le condensateur est court-circuité par la bobine,
donc . donc [u = 0]
. B E
i = = La loi des mailles et d’Ohm donnent i = =
R, Les intensités sont nulles partout.
th La loi des mailles dans la mailles de droite, sachant que les intensités

C et donc les tensions aux bornes des résistances sont nulles, donne

La loi des mailles a gauche donne
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Exercice n°2 Lectures de graphes
Associer a chaque graphe, le jeu de conditions initiales et le jeu de parametre correspondant, ci-dessous.

— Les conditions initiales suivantes :
— 2(0) = 2¢q + 2,0 cm; 2(0) =0m/s
— 2(0) = z¢q; 2(0) = 1m/s
— 2(0) = zeq + 2,0 cm; 2(0) =1 m/s

— Les couples de parametres suivants :
— k=20N -m':m=0,1kg;a=0,5kg - s7!
— k=20N-m!':m=0,1kg;a="Tkg - s}
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0.150}
0.145 i i i i
0.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5
t(s)
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0.20}
0.165}
0.160|- 0.181}
0.155|-
1S £ o0.16{-
= =
0.150}-
0.145|- 0.14r-
0.140}-
0.12}
0.135 ; ; ; ; ; ; ; ;
0.0 05 1.0 15 2.0 2.5 0.0 05 1.0 15 2.0 2.5
t(s) t(s)
Solution:

— Les conditions initiales suivantes :
— 2(0) = 2¢q+2,0 cm; 2(0) = 0 m/s : vitesse initiale nulle et position initiale supérieure a la position
d’équilibre.
Graphes 1 et 3

— 2(0) = z¢q; 2(0) = 1 m/s : vitesse initiale strictement positive et position initiale a la position
d’équilibre

Graphe 4

— 2(0) = z¢q +2,0cm; 2(0) = 1m/s : vitesse initiale strictement position et position initiale
supérieure a la position d’équilibre
Graphe 2

— Les couples de parametres suivants :

1

— k=20N -m*t';m=0,1kg;a=0,5kg - s* :Q:2,8>§
Régime pseudo-périodique : graphes 3 et 4
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1
fszON'm_l;m:O,lkg;a:7kg's_l:Q:O,2<§

Régime apériodique : graphes 1 et 2

Exercice n°3 Fourche de VTT

La fourche de VTT peut étre modélisée par un ressort de “4

constante de raideur k et de longueur a vide fy, associé a un () |- _____ X
amortisseur dont la force de frottement est ? = —a7. On

note m la masse appuyant sur la fourche lorsque le vététiste

appuie sur le guidon (par exemple en descente). Ob- o] B (1)
Données : m =20 kg; k=2,5- 103 N - m~!; Ly

a=50- 102N s -m';4=123m; le

g=9,8m s 2;09=50m - s} i

////////////////////////
////////////////////////

R1. Le cycliste appuie sur le guidon, avec une masse m. Exprimer la longueur /., du ressort a 1'équilibre en
fonction de m, g, k et {y. La calculer. Le ressort est-il comprimé ou étiré ?

Solution:

Le vététiste se réceptionne apreés un dénivelé. On souhaite établir la forme du mouvement du cycliste suite a ce
saut. Les conditions initiales sont z(0) = 0 et 2(0) = —vy (avec vy > 0, 2(0) < 0 car dirigé vers le sol).

R2. Etablir I'équation différentielle vérifiée par la position verticale z(t) = £ — L, et la mettre sous la forme

. . Wo . .
canonique z + 62’ + wgz = (0 en exprimant @) et wy.

Solution:

R3. Calculer @ et wy (en précisant leur unité). Quelle est la nature du mouvement du vététiste (pseudo pério-
dique, critique ou apériodique) ?

Calculer le temps d’amortissement caractéristique compte tenu du régime.

Solution:
R4. Déterminer la solution z(t) avec les conditions initiales. On pourra introduire la grandeur v = wy Toche 1.
Solution:

R5. La figure ci-dessous représente z(t). De quelle longueur s’enfonce approximativement la fourche ?
2(t)(m)
A

0.21

01 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1

t(s)

-0.2+
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Solution:
[l Exercices d'approfondissement
Exercice n°4 Pont de Wien
n C
On considere le circuit représenté ci-contre, appelé pont de
Wien. #
Pour t < 0, I'interrupteur K est ouvert et les deux condensa- SRS R
teurs, de méme capacité C', sont déchargés. E T 7 u(t)
On ferme l'interrupteur K a t = 0. Les deux résistances sont
identiques. ) &
K
R1. Etablir 'équation différentielle vérifiée par la tension u et montrer qu'elle s’écrit sous la forme
d?u du
@+3woa+w§u: 0
Solution:
UR
Loi des mailles : u + u, + ug = E (1) R
Loi des noeuds : i =iy + iy (2) ;
Lois d’Ohm : u = Ris (3) et ugp = Ri (4)
d du, E u(t
Condensateurs : i; = Cd—? (5)eti=C dut (6) T (
K
(3) et (5) dans (2) 1§ = €50 + % (2)
e ans i =C— + —
dt R
du u du
:iu=E—up—u=E—Ri—u, ) iue=E—R(CH+ L) —u=E—RCS —2u (1
(1) :u UR — U i —u, avec (27) : u (dt+R> u " u (1)
d? d
On injecte (1) dans (6) : i = —RC’zd—tg — ZCd—ltL (67)
. , , du u ,d%u du
On égalise (2') et (67) : OE + 7= —RC - ZCE
Soit d2u+ 3deL u 0 1
oit | — + —— =0/, avec |wy = ——
dt2 " RCdt ' (RC)? | " RC
R2. Déterminer les conditions initiales u(t = 0%) et E(t =07).
Solution:
Les condensateurs sont initialement chargés, donc u(07) = u.(07) =0
Or la tension aux bornes des condensateurs ne peuvent pas subir de discontinuité, donc |u(0") = u(07) = 0
et u.(07) = u.(07) =0
ot
Loi des noeuds & t = 07 : i(07) = i1(0") + i5(0™), avec i5(0T) = u(R ) =0, donc i(07) =41(07)
Loi des mailles & t = 07 : ug(0") + u.(0+) + w(0") = E, soit Ri(0") = E
=0 =0
d E d E
Ainsi i1 (0%) = CdiZ((ﬁ) = 5. soit d%(oﬂ = =5
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R3. En déduire I'expression de u(t). Représenter graphiquement son allure.

Solution:
Equation caractéristique : 2 + 3woz + w3 = 0

Discriminant : A = 5w? > 0, le régime est donc
—3wp £ VBwy  —3++V6
= wo
2 2
_3+V5 =3+v5
Ainsi : u(t) = Ae( ? O)t + Be( : O)t
u(0t)=0=A+B
_3+V5 =3+V5 —

e (L5 ) g () ()

Racines : ¢ =

d( RC

5
Ainsi Fwy = 2A \/_wo, soit A =

2
B
NG

R E 3 3 )
At:O*'d 0t) = A(— V5 >+B<—g\/_wo>,avecB:—A

E _3_\/3w 3+\/5 E 5
Ainsi |u(t) = — (—e< : O)t + e( : >t> = %e 27400 % 2sh (é—cugt)

Exercice n°5 Encore un RLC!

On consideére un circuit constitué d’une bobine idéale d’inductance L et K

d’un condensateur réel de capacité C' et de résistance de fuite Ry.
Pour t < 0, la tension aux bornes du condensateur vaut Uy. A ¢t =0, on

ferme l'interrupteur K.
Données : C' = 5,0 nF

L

—_— C Rf uc(t)

R1. Etablir I'équation différentielle dont wu, est solution et déterminer les expressions de la pulsation propre et

du facteur de qualité en fonction de Ry, L et C.

Solution:
Loi des mailles : u, + uy, =0 (1)
Loi des neeuds : i =i¢ +igr (2)

~.

Loi d’Ohm : u. = Rig (3)

Condensateur : ic = C ddljfc (4) urp| SL
Bobine : uj, = Li —u, (5)
(2) dans (5) : = LCZtC inlf (5’)Ld
uc U
(3) et (4) dans (5’) : = LC’ R P
1 c
Ainsi ddlic + mddic + ;:L 5=0
On identifie w2 = 1 avec wy la pulsation propre

LC’

1 C
et CZQO =20 soit | () = R\/; , le facteur de qualité.

R2. Déterminer les expressions de u.(07) et %(0*) en fonction de Uy, Ry, C.
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Solution: u.(07) = U, or la tension aux bornes du condensateur ne peut pas subir de discontinuité,
donc [u.(07) = u.(07) = Uy

Pour t < 0, I'interrupteur est ouvert, donc i(0~) = 0. Or l'intensité du courant a travers une bobine ne

peut pas subir de discontinuité, donc |i(0%) =i(07) =0

Loi des neeuds & ¢ = 0% : i(07) = ip(0+) + ic(0T)

ue(07) du, du,
C

R, U@ i

On en déduit : 0 =

(0%), donc (01) =

On a enregistré I’évolution de la tension aux bornes du condensateur en fonction du temps.

t (x107° s)

R3. Etablir complétement la solution u,(t) de 'équation différentielle précédente.

1
Solution: D’apres I’évolution de u.(t), c’est un |régime pseudo-périodique ‘, donc | @Q > 3

L’équation différentielle précédente n’ayant pas de 2° membre, on n’aura pas de solution particuliere a
rechercher.

. w
Equation caractéristique : 2% 4 D4 wi=0
Q 0
w2
Discriminant : A = —2 — 4w?
Q? ’

1
Q > 3 < A < 0, EC possede deux racines complexes conjuguées :

wWo 1 . wo . 1
S R Yy N RS Y |
2= 750 7 2) 2Q ~ 7T T 12

La solution générale s’écrit : u.(t) = exp (R(r)t) (A cos((r)t) + Bsin(%(r)t)), avec R(r) = _;CO) et
1
%(T’) = Wo 1-— rcgz

1 / 1
Soit :uc(t) = exXp (—;2315) (A COS <W0 1— 4622t> + B sin (WO 1— 4622t>>
| 1
woy /1 — TQQ est homogene a une pulsation.
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1
40Q)?

On pose |2 = wpy /1 , la pseudo-pulsation.

wo e ; . ) . 2Q
@ est homogene a I'inverse d’un temps, on introduit le temps caractéristique |7 = —
Wo

On rééerit u, : |uc(t) = e /7 (A cos(Qt) + B sin(Qt))
Déterminons les deux constantes d’intégration a I’aide des deux conditions initiales
uc(0+) = UO =A

duc A UO UO UO
=-Z 4 Bo=-—C B="2_
a0 =Tt re' B =10 " qre
. _t 1 1 )
Soit |u.(t) = Upe™ ~ (cos(Qt) + (QT - QRC’) sm(Qt))
On peut simplifier :
Lol w 1
r RC  2Q RC
_ 1
- 2RC  RC
1
~  2RC

uc(t) = Upe™ * (cos(Qt) - 2(21RC’ sin(Qt))

ue(t)

R4. Etablir Pexpression du décrément logarithmique, noté §, défini par § = In < t+ T))’ ou T est la pseudo-
Ue

période, en fonction de wy, T et @), puis en fonction de () uniquement.

Solution:
0 = In _uelt)
u(t+1T)
¢ 1
o Upe™ ™ <cos(Qt) - QQ}%C’ sin(Qt))
_T :
Upe™ + (cos(Q(t+T))—QQRCs1n(Q(t+T))>
t 1
o ) — in(€2
L e (cos( ) 2Q}%Csm( )>
_tT :
e T (COS(Qt)—2QRCsm(Qt)>
= Iner
_ L
T
_ 2w
I R R
Wo 4@2
B 2m
VAQE -1

R5. Déterminer graphiquement la valeur du décrément logarithmique ¢.
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Solution:
0,3

On lit u.(t) = 0,3 V; u(t +7) = 0,18 V, donc 6 = In (ﬁ) =0,51

R6. Déduire de toutes ces mesures les valeurs des composants Ry, L ainsi que la tension initiale U.

Solution:
Charge initiale du condensateur : |Uy = u.(0) = 0,4 V

w()T
0= —

2Q)

, . < |
On peut déterminer ) a 'aide de § : Q) = 5 + 1= 6,2
u(0) 3
Rf=— =1,6.10° Q2
T (1)
1

On peut maintenant déterminer wy : % = 70 donc |wy = %
AN. wy=8.10°rad - s7!

1
On peut finir par déterminer L : wg = ——, donc | L =
VLC'

Exercice n°6 Diapason
Un diapason peut étre modélisé par un systeme masse-ressort amorti. L.’amortissement provient principale-
ment de la transmission des oscillations des tiges métalliques en vibration sonore.

ul(t)
=]
(=}

—

pRlIARTRIAIATRIAN
IARARRR AR

-0.3

0.0 0.5 1.0 1.5 0.600 0.605 0.610  0.615 0.620
t(s) t(s)

R1. Rappeler I’équation différentielle canonique d’un oscillateur amorti en faisant apparaitre la pulsation propre
wy et le coefficient de qualité Q).

Wo

Q

Solution: Equation canonique d’un oscillateur amorti 2 + —2 + w?z = w3z
0 0”e

R2. A partir de I’enregistrement sonore représenté ci-dessus, estimer le facteur d’amortissement @), la pseudo-
pulsation, la pulsation propre.

1
Solution: @ est tres élevé, donc 2 = wgy /1 — — ~ wy

40?
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0,618 — 0,6
D’apres le graphe de droite : T' = % =2,25.107% s, soit Q = 2790 rad - s7*
L . : 20 20 . . T
Temps caractéristique de la décroissance exponentielle 7 = 0,36 s = — ~ R ainsi () ~ 5 = 502!
Wo

Exercice n°7 Interprétation énergétique du facteur de qualité
Un corps (5), de masse m = 50 g, est suspendu a un point fixe O par U'intermédiaire d’un ressort vertical de
raideur £ = 20 N - m~! et de longueur a vide £, = 20 cm. Lorsqu’il est animé d’une vitesse (S) est soumis

de la part de I'air a une force de frottement fluide ? = —h7.La position de () est repérée par la coordonnée
z(t) de son centre d’inertie M sur un axe vertical descendant Oz. On note z, la cote de M a I’équilibre.

On lache (S) a t = 0 avec une vitesse nulle dans la position zy = z., +a > z.,. Le référentiel Z 1ié au sol est
supposé galiléen.

En introduisant la variable Z(t) = z(t) — z.,, on peut montrer que Z vérifie I'équation différentielle :

. . [ k vmk
Z—|—@Z+w§Z:0 avec wp =1/ — et QZl
Q m h

On donne 'expression de Z dans le cadre du régime pseudo-périodique :

e 1 1 20
= T — qi — 1 _ — = —
Z(t) = ae (cos(Qt) + Or sm(Qt)) avec Q= wy 107 et T o

On s’intéresse aux aspects énergétiques de ce mouvement. On se place dans ’hypothese ) > 1.

R1. Déterminer une expression approchée de Z compte tenu de Q > 1°.

1
Solution: Pour Q) > 1, Q =~ wy, et — =~ o

— k1
Qr  wy X 2Q <

On peut simplifier | Z(t) = ae™* cos(wot)

R2. Montrer que I'expression approchée de ’énergie mécanique &, de (S) en fonction du temps s’écrit

1
“kae” T
2
Indication : Les énergies potentielles sont définies a une constante additive pres. La constante C' totale
2
m
sera choisie de sorte qu’a I’équilibre, 1’énergie potentielle totale est nulle, ce qui impose C' = —( 2? .

Solution: Vitesse :
1

i o= aer (— cos(wot) — wo sin(wmﬁ))
T

= —qe - (;g cos(wot) + wo sin(wmﬁ))

~ —awge T sin(wot)

Energie mécanique, avec C' la constante provenant des énergies potentielles définies a une constante

1. Z devra s’écrire sous la forme Ae™7 cos(Qf + ¢) olt A et ¢ sont & déterminer en fonction de a
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additive pres.
Em = b+ 6+ Epa
1 1
= §mz’2 —mgZ + ik(ﬁ —4)?

1 1
= §m22 —mgZ + ik‘(Z + 20— l0)* +C

L5 0 2 t 1 ¢ mg\ 2
= ma wge T * sin (wot) — mgae™ = cos(wot) + 5]{ (ae—T cos(wot) + k) +C
L5 5 2 . ¢ 1 9 _2t o (mg)? mg _:
= gma wge” T sin“(wot) — mgae™ cos(wot) + ik a“e” * cos”(wot) + 12 + QG?G_? cos(wot) | H- (
Lo i : (mg)”
= 3 ke™= (sin®(wot) + cos” (wot)) + ae™* cos(wot)(—mg + mg) + or T C
L o _u (mg)
= —ka’e C
e T e T
(mg)*

Pour simplifier la suite, choisissons C' pour que la constante additive soit nulle : +C =0

2k

R3. Quel est le signe de la dérivée temporelle de &,(t) 7 Commenter le résultat.

Solution: % <0
dt

A&, Ent+T) - &)

En En(t)
pendant une période. En déduire une interprétation énergétique du facteur de qualité Q.

R4. Donner une expression approchée de la variation relative

de I'énergie mécanique

On donne : e * =~ 1 —x pour z < 1.

Solution:
A&, Ent+T)— Enlt)
En En(t)
1l<;a26_2(th) —} aZe~ %
_ 2 - 2
—ka%e” 7
2
e (e’g —1)
= 2t
e T
2T
= e —1
2T
T
2
- T
_ 9 % 2w % Wo
- Q" 20
- 2T
Q
Le facteur de qualité est donc inversement proportionnel a la variation relative d’énergie mécanique au
d’ ériode : Q = —2m——
cours d’une période : () = —27 A g
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Si @ est élevé, Doscillateur revient a sa position d’équilibre avec un grand nombre d’oscillations, car il
perd peu d’énergie a chaque oscillation.

R5. Quel est I'ordre de grandeur de la durée du régime transitoire en lien avec le facteur de qualité et la période
propre ?

Solution:
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