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Théme Il. Mouvements et interactions (Mécanique)

Chapitre n°14  Théoreme du moment cinétique
pour le point matériel

Pré-requis
e PCSI : Théme Mouvement et interactions

o Produit vectoriel

Objectifs du chapitre

Dans ce chapitre, nous allons introduire, pour le point matériel, une nouvelle grandeur cinétique : le
moment cinétique, et une nouvelle grandeur caractérisant les actions mécaniques : le moment d’une force, et
énoncer une nouvelle loi de la dynamique : le théoreme du moment cinétique. Ce nouveau théoréme viendra
s’ajouter aux théoremes déja utilisés précédemment, mais n’apportera pas de nouvelles informations pour le
point matériel. Cependant, ce théoreme sera nécessaire pour étudier le mouvement du solide, que nous verrons
dans le chapitre 16.

Plan du cours I1.2 Moment d’une force par rapport a un axe
orienté . . . . ... Lo 5
Lo 1I.2.a) Définition . . . . . .. ... ... .. 5
I Moment cinétique 2 II.Q.b)) Calcul pratique de A#Zx . . . . ... 5

I.L1  Moment cinétique par rapport a un point 2

[.2  Moment cinétique par rapport a un axe orienté¢ 3 | III Théoréme du moment cinétique 7
III.1 TMC par rapport a un point fixe . . . . . . 7
II Moment d’une force 4 II1.2 TMC par rapport a un axe fixe . . . . . .. 7
II.1 Moment d’une force par rapport a un point 4 II1.3 Conservation du moment cinétique . . . . . 8

Ai-je bien appris mon cours ?

1 — ©— @~ Définir le moment cinétique d’un point matériel M par rapport a un point A.

2 — ©— @— Définir le moment cinétique d’un point matériel M par rapport & un axe orienté A = (A, u_g)

3 — ©— @~ Définir le moment d’une force 7 qui s’exerce sur le point matériel M par rapport a un point A.

4 — ©— @— Définir le moment d’une force 7 qui s’exerce sur le point matériel M par rapport a un axe orienté
A = (A uR).

5 — ©— @— Définir le bras de levier d’une force.

6 — O— O Exprimer le moment d’une force par rapport a un axe orienté, en utilisant le bras de levier.

7 — ©— ®— Enoncer le théoréme du moment cinétique en un point fixe, ou par rapport a un axe fixe, dans
un référentiel galiléen.

8 — ©— @— Dans quels cas, le moment cinétique se conserve ?

9 — ©— @— Etablir I’équation du mouvement du pendule simple en utilisant un théoréeme du moment ciné-
tique.
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| Moment cinétique

— Systeme étudié : point matériel M de masse m
— Référentiel d’étude : Z lié au repere orthonormé direct (O; u , u_>y , @))
.1 Moment cinétique par rapport a un point

Capacité exigible : Définir le moment cinétique d’un point matériel par rapport a un point. Relier
la direction et le sens du vecteur moment cinétique aux caractéristiques du mouvement

Déﬁnition : Moment cinétique par rapport a un point
Le moment cinétique du point matériel M par rapport au point A dans le référentiel #
est :

LA(M/% = AM A p(M] %)

La(M/%S = AN A mo(M]Z)
LA(M/%i est un VECTEUR.
Unité : HLA(M/%bH s’exprime en kg - m? - s'= J - s

| |
—

o Si AM et v(M /%) sont colinéaires, alors LA(M/%; =0.
—
e Si LA(M/%’; =+ 6), alors LA(M/%’; est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs AM et U(M/,@)

AAttention

Le moment cinétique dépend du point par rapport auquel on le calcule, il est donc absolument indispen-
sable de préciser par rapport a quel point vous le calculez.

AN

Soient deux points A et B, relions LA(M /%) et Ly(M/%)
La(M/%) = AN A p(M[%) = (AB + BM) A p(M/%) = AB A p(M[%) + BM A p(M/%),
donc La(M/% = Lu(M/%) + AB A p(M] %)

Exercice de cours A Mouvement plan
On étudie le mouvement plan d’un point matériel M(m) dans le plan perpendiculaire a 'axe (Oz), en utilisant

les coordonnées cylindriques.

Q1. Calculer le moment cinétique de M (m) par rapport a O.
Q2. Relier le sens du vecteur Lo (M /% ) au signe de la vitesse angulaire w = 6, puis au sens du mouvement.

‘pMéthode : Déterminer le sens positif de rotation a ’aide de la regle de la
main droite
A Daide de la main droite, on pointe le pouce dans le sens du vecteur unitaire uX de l'axe de rotation
orienté A. Les autres doigts, légerement repliés, pointent alors dans le sens positif des rotations autour
de cet axe de rotation A.
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‘¢gMéthode : Sens direct / indirect
Attention a l'orientation de I'axe A = (0; u_A)) et au sens positif de I’angle 6. Il faut respecter la conven-
tion d’orientation suivante.

Si on regarde ’axe par dessus, le sens trigonométrique est choisit comme étant le sens positif des
angles. On parle, en mathématique, d’orientation directe de I'espace. C’est la regle de la main droite.

+ -

o &
s ug

>

|.2  Moment cinétique par rapport a un axe orienté

Capacité exigible : Définir le moment cinétique d’un point matériel par rapport a un axe orienté.
Maitriser le caractére algébrique du moment cinétique scalaire.

Déﬁnition : Moment cinétique par rapport a un axe
Soit un axe orienté A passant par le point A et dirigé par le vecteur directeur uX, on note cet axe orienté

A = (4;uR).
Le moment cinétique du point matériel M par
rapport a I’axe ORIENTE A = (A;u_A}) dans le A

référentiel Z est le projeté orthogonal de L (M /%)
sur 'axe orienté A :

La(M/%) = LAM] %) - @2

La(M/%) = (AM A mu(M/ﬁj) w2

LA(M/%) est un SCALAIRE ALGEBRIQUE
(positif ou négatif).

Unité : Lao(M/Z) s’exprime en kg - m? - s7' = J - s

Le moment LA par rapport a un axe ne dépend pas du point de ’axe utilisé pour le calculer.

AAttention : Moment cinétique scalaire
e Quand vous écrivez La(M/%) = (AM A mv(M/%S) - g, les parenthéses ( ) sont INDISPEN-
SABLES : il faut d’abord calculer le produit vectoriel, PUIS calculer le produit scalaire.

e La précision « axe ORIENTE » est indispensable : il est absolument indispensable que le SENS de 'AXE
A soit précisé et connu avant de définir/calculer le moment cinétique par rapport a A.

AAttention — Ne pas confondre : L / La
e Le moment cinétique PAR RAPPORT A UN POINT est défini par un PRODUIT VECTORIEL, donc
c’est un VECTEUR, qui a donc une direction, un sens et une norme.

e Le moment cinétique PAR RAPPORT A UN AXE est défini par un PRODUIT MIXTE, ¢’est-a-dire un
produit vectoriel suivi par un produit scalaire, c’est donc un SCALAIRE (c’est-a-dire un nombre).
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Exercice de cours B Mouvement plan

On étudie le mouvement plan d’un point matériel M(m) dans le plan perpendiculaire a 'axe (Oz), en utilisant
les coordonnées cylindriques.

Q1. Calculer le moment cinétique de M (m) par rapport & I'axe orienté (0z) = (O; ).

Q2. Relier le signe de Lo, (M /%) au signe de 0, puis au sens du mouvement.

[ Moment d'une force

Pour comprendre I'importance de définir le Y
moment d’une force, imaginons la situation
suivante : « Une personne cherche a ouvrir

=
=
=0

une porte avec une force de norme
I donnée. En quel point et dans quelle
direction doit-elle exercer cette force pour ?
que son action soit la plus efficace ? » !

Laquelle des 5 forces ?1, ?2, Fg, ?4, ?5

est la plus efficace pour ouvrir la porte? (O:; T
Pourtant elles sont toutes de méme norme . . . A

P
poignée

H‘

.1 Moment d'une force par rapport a un point

Capacité exigible : Définir le moment d’une force par rapport a un point.

— Systeme étudié : point matériel M de masse m
— Référentiel d’étude : référentiel Z

— M soumis a une force ? (autrement dit ? s’exerce sur le point M)

Déﬁnition : Moment d’une force par rapport a un point

Le moment de la force ? qui s’exerce sur le point matériel M par rapport au point A est :

7T =AW T

/7/2(7) est un VECTEUR.

()

sexprimeen N -m= kg -m? -s2=1]

Unité : ’

— - = L droite d’acti
o My (7) = 0,si AM et ? sont colinéaires. rone ¢action

Le moment d’une force par rapport a au point A est nul si M
le point A appartient a la droite d’action de f. Ase-

1,
® Si Z(?) #+ ﬁ, alors Z(?) est perpendiculaire au plan défini par m et 7

(7)) = |25 | 7]  sin (32, 7)]

Exercice de cours C  Pendule simple

On étudie le, maintenant classique, pendule simple : un point matériel M est accroché a 'extrémité d’un fil
inextensible de longueur ¢. On note O le point d’attache du fil.

Déterminer le moment de la tension du fil 7' et du poids par rapport a O.
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1.2 Moment d'une force par rapport a un axe orienté
I1.2.a) Définition
Capacité exigible : Définir le moment d’une force par rapport a un axe orienté.

Déﬁnition : Moment d’une force par rapport a un axe

Soit un axe orienté A passant par le point A et dirigé par le vecteur directeur uk A= (A; u—g)

Le moment de la force qui s’exerce sur M par rapport a 'axe ORIENTE A = (A;uX) est
le projeté orthogonal de .#4 (7) sur I'axe orienté A = (A; ug) :

(D) =(@D)) == (A7) =

A5 (7) est un SCALAIRE ALGEBRIQUE (positif ou négatif).

Le moment .#Z, par rapport a un axe ne dépend pas du point de ’axe utilisé pour le calculer.

11.2.b) Calcul pratique de .Zx

i- Droite d'action de fcoupant I'axe A

La droite d’action de ? coupe 'axe A en A.
Calculons .#Z en utilisant le point d’intersection de A et de la droite d’action.

M) = ATy - = (A AT ) TR =0

-0

ii- Droite d'action de fparalléle al'axe A

La droite d’action de 7 est parallele a 'axe A :

As(F) = (AMAT ) ik =0
J_?dont:J_u_A>

iii- Droite d'action de f perpendiculaire a I'axe A : Notion de bras de levier
Capacité exigible : Exprimer le moment d’une force par rapport a un axe orienté en utilisant le
bras de levier.
Le calcul du moment d'une force par rapport a un axe peut se faire plus simplement et plus rapidement qu’en
calculant un produit vectoriel, puis un produit scalaire.

Déﬁnition : Bras de levier

Le bras de levier d’une force ? appliquée en un point M est la distance entre la droite d’action de la
force perpendiculaire a axe A et I'axe A = (A4; 1TA>) par rapport auquel on calcule le moment de la force.

YA connaitre

La valeur absolue du moment de la force 7 par rapport a
I’axe A s’exprime, a 1’aide du bras de levier d par :

[ #a| = ax|[7]

En effet ’//A’ = HKJ\?H X H?H X ‘Sin(a) .
I

Or le bras de levier vaut d = ‘sin(&) X ||A
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Pour connaitre complétement .#x, il faut déterminer le signe de .#x, en utilisant la regle de la main droite :
on place les doigts autres que le pouce selon 7 de la base jusqu’aux extrémités. Si le pouce est dans le méme
sens que A, alors la force fait tourner dans le sens direct par rapport a A.

Si 7 tend a faire tourner M autour de A dans le Si ? tend a faire tourner M autour de A dans le
sens direct, alors ///A(?) > 0. sens indirect, alors ///M?) < 0.

s = +ix |7 s == x 7]

‘gMéthode : Comment utiliser le bras de levier ?
1. Déterminer, a l'aide d'un schéma, la distance entre la droite d’action de la force et I'axe orienté A (=
le bras de levier d).

2. Calculer la valeur absolue du moment ’//{ A (?)‘ = H?H X d, avec d le bras de levier (distance entre la

droite d’action et 'axe A).
3. Déterminer le signe de .#Za (7) :
— si ? fait tourner dans le sens direct par rapport a l'axe orienté A, #Za (?) > 0,
donc ///A(?> = +d x H?H

— si ? fait tourner dans le sens indirect par rapport a I’axe orienté A, .#Za (7) <0,

donc ///A(?> = —d X H?H

Exercice de cours D  Comment ouvrir une porte efficacement ?
Déterminer les moments des forces F; a Fj5 par rapport a I'axe de rotation (Oz) de la porte a 'aide du bras de
levier. Commenter.

Exercice de cours E  Pendule simple
Q1. Déterminer le moment de la tension du fil ? par rapport a 'axe (Oz).

Q2. Déterminer le moment du poids par rapport a 'axe (Oz) en utilisant le bras de levier.

iv- Cas général (pour info)

Dans le cas général, on peut noter que le vecteur force A . ?
peut se décomposer : 1 f|// |
— : .
— en une force parallele a I'axe A, notée fj, et - A ? -
— f diculaire & I'axe A, notée 1 f1 f1
en une force perpendiculaire a 'axe A, notée f, . M d.-
' 7 - =
Soit : f = fy + fL . -

Le moment de ? par rapport a axe A s’écrit alors .//A(7) = //[A(?”)) + ,///A(f_j), avec :

_>
— le moment d’une force parallele a I'axe A nul, donc .Za(f)) = 0;
— et le moment d’une force_Eerpendiculaire a ’axe A qui se calcule tres facilement a ’aide du bras de levier,

_>
donc AN(f1) = +d x H f1 ‘, avec d le bras de levier, c’est-a-dire la distance entre la droite d’action de f|
et axe A.
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_>
,avec « + » si f) fait tourner M dans le sens direct (positif) par rapport a A et « — »

Soit Aa(f) = =d x||f]
—

si f| fait tourner M dans le sens indirect (négatif) par rapport a A.

[Il Théoreme du moment cinétique pour le point matériel
— Systeme étudié : point matériel M de masse m
— Référentiel d’étude : référentiel Z, considéré galiléen a 1’échelle de I'expérience.

. . L - , -
— Bilan des actions mécaniques : forces f; de résultante >° f;

[I1.1  Théoréme du moment cinétique par rapport a un point fixe en référentiel galiléen

Capacité exigible : Connaitre et utiliser le théoreme du moment cinétique par rapport a un point.

'A connaitre : TMC pour un point matériel par rapport a un point

Soit O un point fixe du référentiel d’étude Z galiléen.

Le théoréme du moment cinétique appliqué au point matériel M (m) par rapport au point fixe
O du référentiel # galiléen dit que la dérivée temporelle du moment cinétique par rapport a un point
fixe du référentiel est égale a la somme des moments des forces par rapport au méme point fixe :

N
‘W =Y 45(7) = 0M AT

|2

Exercice de cours F  Pendule simple (Suite)
Etablir ’équation différentielle du mouvement vérifiée par la variable d’espace pertinente du probleme a ’aide
du TMC par rapport au point d’attache O du fil (voir méthode page 7).

1.2 Théoréme du moment cinétique par rapport a un axe fixe en référentiel galiléen

Capacité exigible : Connaitre et utiliser le théoréme du moment cinétique par rapport a un axe
orienté.

®A connaitre : TMC pour un point matériel par rapport & un axe

Soit un axe orienté A fixe dans le référentiel # d’étude passant par le point O (fixe) et dirigé par le
vecteur directeur ux (fixe) : A = (O;uR).

Théoréme du moment cinétique par rapport a ’axe orienté fixe A = (O; u_A>) du référentiel #

galiléen
dLA(M /% —
(A(dt))/j =S 4s(7) =L (0N A T) - 2

‘9 Méthode : Application d’un théoréme du moment cinétique pour un point
matériel
@ Définir le systeme étudié.

@ Préciser le référentiel d’étude. En 1°° année, il sera considéré galiléen a l’échelle de I'expérience.

@ Choisir le systeme de coordonnées adapté a la description du mouvement.

Faire un schéma clair et de taille suffisante sur lequel vous représentez le systeme et le systeme de
coordonnées choisi.

@ Faire un bilan de forces précis et complet.

Représenter toutes les forces sur le schéma précédent.

& Attention & ne pas oublier les forces de liaison (réaction du support notamment).
8 Un schéma complet est nécessaire et obligatoire pour faire un exercice de méca-
nique.
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Par rapport a un point fixe : Par rapport a un axe fixe :

® Choisir le point fixe du référentiel par rap-
port auquel vous appliquez le théoreme du mo-
ment cinétique.

® Choisir ’axe orienté fixe du référentiel par
rapport auquel vous appliquez le théoreme du

. moment cinétique.
® Ecrire le théoreme du moment cinétique par

rapport au point fixe du référentiel galiléen.

e Exprimer le moment cinétique par rapport au
point fixe en calculant le produit vectoriel des
vecteurs exprimés dans la base du systeme de
coordonnées adapté choisi.

©® Ecrire le théoréme du moment cinétique par
rapport a ’axe fixe du référentiel galiléen.

e Exprimer le moment cinétique par rapport a
I’axe fixe en calculant le produit mixte des vec-

teurs exprimés dans la base du systeme de co-
e Calculer la dérivée temporelle du moment ci- ordonnées adapté choisi.

nétique calculé précédemment. o .
e Calculer la dérivée temporelle du moment ci-

e Exprimer le moment des différentes forces par L L
nétique calculé précédemment.

rapport au point fixe (calculer chaque mo-

ment séparément) en calculant le produit e Exprimer le moment des différentes forces par
vectoriel des vecteurs exprimés dans la base rapport a I’axe fixe en utilisant le bras de levier
du systeme de coordonnées adapté choisi. (calculer chaque moment séparément).

@ En déduire I’équation du mouvement.

Exercice de cours G Pendule simple
Etablir ’équation différentielle du mouvement vérifiée par la variable d’espace pertinente du probleme a ’aide
du TMC par rapport a un axe orienté bien choisi.

#Exemple de cours a connaitre : le pendule simple
§ Entrainez-vous a refaire la totalité des calculs afin d’établir I’équation du mouvement du pendule simple,
en utilisant le TMC par rapport a un point ou un axe orienté bien choisi, fixe dans le référentiel d’étude.

[11.3  Conservation du moment cinétique

Capacité exigible : Identifier les cas de conservation du moment cinétique.

Le moment cinétique se conserve dans le référentiel #Z, c’est-a-dire Lo(M /) est un vecteur constant ssi :

—
dLo(M /% N o NN
* <dt) =0 OMA fi=0<OMAD f; = 0 : ssiles forces qui ne se compensent pas
Z Z z
sont de moments nuls a chaque instant.

ou
s
o Lo(M/% )= 0 < OM et U (M/2) sont colinéaires & chaque instant : c’est le cas d’un mouvement rectiligne

YA connaitre : Conservation du moment cinétique
Le moment cinétique d’un point matériel par rapport au point O se conserve si et seulement si :

— le systéme est pseudo-isolé, les forces qui s’exercent sur le point matériel M(m) se compensent,
et le moment résultant est nul;

— OU les forces qui s’exercent sur le point matériel sont de moments par rapport a O nuls, c’est-a-
dire si la droite d’action de la résultante des forces passe a chaque instant par le point O : on parle
de forces centrales;
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