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@ Théme II. Mouvements et interactions (Mécanique)

TD n°14  Théoreme du moment cinétique pour le
point matériel — Corrigé

Capacités

Exercice n° 1

Maitriser le caractere algébrique du moment cinétique scalaire.

Calculer le moment d’une force par rapport a un axe orienté en utilisant le bras de &
levier.

Utiliser le théoréme scalaire ou le théoréme en un point fixe du moment cinétique
en référentiel galiléen.
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W
BN KW -~

Reconnaitre les cas de conservation du moment cinétique.

"N

Parcours possibles

— Si vous avez des difficultés sur ce chapitre : exercices n°1, n°2, n°3 (Q1 a Q4 uniquement).

— » Si vous vous sentez moyennement a l’aise, mais pas en difficulté : exercices n°1, n°3.

— Si vous étes a 'aise : exercices n°3, 4, 5 et 6.

Exercices d'application directe du cours

Exercice n°1 QCM

R1.
R2.
R3.
R4.

R5.

R6.

R7.

R8.

Les moments par rapport a un point sont des vecteurs. / Vrai () Faux
Les moments par rapport a un axe sont des vecteurs. () Vrai 4/ Faux
Le moment d’une force a les mémes dimensions qu’'une énergie. / Vrai () Faux

Le bras de levier est la distance entre le point d’application d’une force et 'axe considéré.
v Vrai () Faux

A quelle autre(s) grandeur(s) physique(s) rencontrée(s) dans le cours de mécanique est homogene le moment
d’une force? () vitesse 4/ énergie () puissance 4/ travail

Le moment cinétique par rapport a O d’un point matériel M, de masse m, de vitesse T et subissant une
force F' :

(O s’écrit O—]\>4 AT

(O s’écrit O—]\Z/ A ?;

V/ est nul si sa trajectoire est une droite passant par le point O.
Une force dont la droite d’action est normale & un axe (A) est appliquée a un point matériel. Son moment
par rapport a (A) :

v/ a la méme dimension que le travail d’une force;

v/ permet de savoir si la force modifie la vitesse du point matériel ;

(O a un module inversement proportionnel & son bras de levier par rapport a (A).

vt

est : N

s —
Le moment ///o(?) de la force ? d’intensité F' par rapport au point O Uy N ¢

up
O Fau, O —Fbu, O —Fbu, +/ —Fau; 3
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Exercice n°2 Pendule simple

On étudie le pendule simple : un point matériel M est accroché a 'ex-
trémité d’un fil inextensible de longueur . On note O le point d’attache
du fil.

Oz Y
0
M(m)
Yx

R1. Etablir 'équation différentielle du mouvement vérifiée par 6 en utilisant le théoréme du moment cinétique

par rapport a O.

R2. Etablir 'équation différentielle du mouvement vérifiée par 6 en utilisant le théoréme du moment cinétique

par rapport a 'axe Oz.

R3. La résoudre complétement, aprés linéarisation justifiée, si a t = 0, 6(0) = 6, < 1 rad et (0) = 0.

Exercice n°3  Pendule électrostatique

Un pendule électrostatique est constitué d’une boule de polystyrene ex-
pansé recouverte d’une feuille d’aluminium et suspendue a une potence
par un fil de masse négligeable. La boule est préalablement chargée avec
une charge électrique @ = 2,3.107* C. L’ensemble est placé entre deux
plaques de cuivre planes et paralléles soumises a une différence de poten-
tiel telle qu’elles génerent un champ électrique uniforme E = Eu_; avec
E=500V - m

La longueur du pendule est OM = R = 10 cm et la masse de la boule
assimilée a un point M est m = 20 g.

L’accélération de la pesanteur est g = 9,8 m - s72.

Yx

R1. Effectuer le bilan des forces s’exercant sur le pendule et les représenter sur le schéma.
Exprimer le moment de ces forces par rapport a 'axe (Oz) en utilisant le bras de levier.

Solution:

Systeme : boule de polystyrene M de masse m et de
charge Q.
Référentiel : terrestre considéré galiléen a 1’échelle de

Bilan des actions mécaniques :
— poids m?;
— tension du fil ? :
— force électrique E = QB.

I'expérience ds, = Rcos()

dmg = Rsin(0)

Le moment de la tension du fil par rapport a (Oz) est nul car la droite d’action coupe l'axe (Oz).
%
En utilisant le bras de levier : #o.(m§) = —mgRsin(0) et #o-(fi) = +qER cos(6)

R2. Que peut-on dire de la somme des moments a ’équilibre ?

R3. Déterminer la position d’équilibre 6, du pendule.

Solution:

_@F

tan(6,) g

A Déquilibre, en 6., la somme des moments des forces est nulle, alors —mgsin(6,) + QE cos(.) = 0, soit
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On vérifie que si m augmente, 6. diminue, et si F ou () augmente, ¢, augmente.

R4. Appliquer le théoréeme du moment cinétique a M par rapport a l'axe (Oz).

Solution: On applique le TMC par rapport a l'axe (Oz) dans le référentiel terrestre galiléen :

dLo. —
"0 = Mon(m]) + Moo(T) + Mo-(Fr)
M a un mouvement circulaire : Lo, (M) = (O—M> A m?(M)) Cu = (Ru_i A mRéuj;) -,
soit Lo.(M) = mR?0
le TMC donne : mR?0 = —mgRsin(f) + ¢ER cos(0)

On obtient : |mRA = —mgsin(6) + QE cos(6)

(Questions plus difficiles)
On écarte le pendule légerement de sa position d’équilibre. On pose € = 6 — 0,.
On rappelle que pour |¢| < 6., on a cos(f, + €) = cos(#.) — esin(f,) et sin(f. + ¢) ~ sin(f,) + € cos(6.).

R5. Etablir I'équation différentielle du mouvement dans le cas des petites oscillations, vérifiée par e.

R6. En déduire 'expression de la pulsation propre wg des oscillations puis calculer sa période propre Tj.

Solution:

On pose 0 = 0.+, avec e < 1 rad (oscillations de faible amplitude au voisinage de la position d’équilibre)
et on procede au DL au premier ordre au voisinage de 6, de I’équation du mouvement, en utilisant les
DL fournis.

0 =0,+¢, onen déduit que § = et § = &

On obtient : mRé = —mg(sin(@e) +e cos(@e)> + QE( cos(f.) — esin(9€)>

Soit mRE + 5(mg cos(b) + QFE sin(@e)) = —mgsin(f.) + QF cos(.)

=0

Soit &+ 9 cos(f.) + QFE sm(@e)8 0, avec ™9 cos(f.) + QFE sin(6,)

On trouve bien I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique de pulsation propre

\/mg cos(f.) + QFE sin(0,)
Wy =

>0

au voisinage de 0,.
mR

On peut d’ailleurs en déduire que la position d’équilibre déterminée est une position d’équilibre stable.

mg cos(6,) . QF sin(6,)
mR i mg cos(6.)

Rq : on peut un peu simplifier cette expression avec un peu de trigo : wy =

1+tan?(0e)= %

_9
R cos(6.)

Ainsi wy =

Exercices d'approfondissement

Exercice n°4 Masse accrochée a une ficelle

Le point M de masse m se déplace sans frottement sur un plan horizontal. Il est attaché a un fil inextensible,

sans masse et de longueur ¢. Le fil passe par un trou pratiqué dans le plan horizontal en O. L’autre extrémité
du fil est déplacée a la vitesse v = —UOU;, I’axe Oz étant I'axe vertical ascendant.

R1. Faire un schéma du dispositif.
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Solution:

R2. Donner une relation entre la cote z de I'extrémité du fil et la distance p = OM. En déduire une relation
entre les dérivées premieres de z et de p.

Solution: ¢ = |z(t)| + p(t)
ATTENTION : z < 0, donc | £ = p(t) — 2(t) |-

En dérivant : | p =2 = —uvg

R3. Montrer que le moment cinétique de M est constant.

Solution:
Systeme : point matériel M (m)
Référentiel : terrestre considéré galiléen a I’échelle de I'expérience
Bilan des actions mécaniques :

— poids m?

;. =7
— réaction normale du support Ry
— tension du fil ?

LMC par rapport a O au point M dans le référentiel terrestre galiléen :

__>
dL — — = —
S0 — Ao ) + Ao(Fx) + Mo(T)
Ormyg + R—>N i (PFD selon la verticale), donc /—//g(mﬁ )+ ///O N) f

OL I

>
et O appartient a la droite d’action de la tension du fil, donc //o(?
dL —
Ainsi T 0, donc le moment cinétique de M se conserve.

R4. Sachant que la masse est lancée avec une vitesse angulaire wy a partir de la distance d du point O, déterminer
p(t) et w(t).

Solution: On peut déterminer p(t) facilement, en effet p(0) = d et on tire & vitesse constante l'autre

extrémité, donc p diminue de vyt, ainsi | p(t) = d — vyt

Pour w(t), on utilise la conservation du moment cinétique.
- =
Exprimons le moment cinétique a t =0 : Lo(t = 0) = OMy A mvg = du, A mdwotg = md2wo,

— —
Exprimons le moment cinétique a t : Lo(t) = OM A mv = pu_>r A m(pu_>r + pwu_>9> = mpzwu_>z

Par égalisation : |d’wy = p*w
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dQWO

R5. En déduire 0(t) si #(0) = 0, puis p(#). Tracer I'allure de la trajectoire de M.

Solution:
i@ . dQWO
dt — (d — vot)?
1 d?
On intégre par rapport au temps : 0(t) = — il + Yy
Vo d— Uot
d? d
Orf(0)=0= “o Cy, donc Cy = e
Uod Vo
1 d2w0 dCU[) dCU[)t
Soit O(t) = — — 20 soit | 6(t) =
ol ( ) Uod—?}ot Vo 501 ( ) d—Uot
d—
Pour I’équation de la trajectoire en polaire, on extrait ¢ de p(t) : t = P
Vo
dwo(d — 1 d
Ainsi 0 = dwold = p) x —, soit | p(0) = ——
Vo P 14+ —-0
WQd

Exercice n°5  Equilibre

Soit un fil inextensible et sans masse, fixé en A a un socle horizontal et passant en B sur une poulie parfaite,
de tres petites dimensions, avec AB = a. Sur le fil, en un point M tel que AM = a, est attachée une masse
ponctuelle m et, au bout du fil, est aussi accrochée une masse m’ en N. Le dispositif est placé verticalement
dans le champ de pesanteur ?

M N

R1. Etablir le bilan des forces qui s’exercent sur le point M et exprimer leurs moments en A.

Il y a trois forces, et le seul angle devant intervenir dans ces expressions sera 'angle 6 = AE,—A\M . On
admettra que la norme de la force exercée par N sur M via le fil vaut m/g.
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Solution: Trois forces agissent sur ’objet :
Le poids

La tension due au fil de gauche ﬁ

La tension due au fil de droite 715

ol

Intéressons nous aux moments des forces par rapport a I’axe orienté qui passe par A et est perpendiculaire
au plan (selon ) :

Pour le poids, le bras de levier est égal & d = acos(0) et cette force tend a faire tourner le point M dans
le sens opposé au sens conventionnel (pouce et doigts de la main droite) :

M, (P) = —mgacos(6)

Pour la tension due au fil de gauche ﬁ, le bras de levier est nul :

%Az(ﬁ) =0

Pour la tension due au fil de droite ?2, le bras de levier est ds. Le tringle étant isocele, sa hauteur coupe
le coté opposé selon un angle 27 ainsi son bras de levier est égal a dy = acos(i). Cette force tend a faire

tourner le point M dans le sens conventionnel (pouce et doigts de la main droite) :

%Az(ﬁ) = Tha cos(g) =m/ga cos(z)

R2. Trouver une relation vérifiée par I'angle 6 lorsque le systeme est a 1’équilibre.

Solution:

Systeme : point matériel M (m)

Référentiel : terrestre considéré galiléen a I’échelle de I'expérience
Bilan des actions mécaniques :

— Le poids ?
— La tension due au fil de gauche ﬁ
— La tension due au fil de droite ﬁ

LMC par rapport a ’axe orienté Az fixe dans le référentiel terrestre galiléen :

dLa,
8 — M0 (P) 4 Mae(T)) + Mo(T5)
Soit : ds;;xz = —mgacos(f) + 0 + m’gacos(g)

dLa _

Le systeme étant a 1’équilibre
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0
On obtient : —mgacos(6) + m/ga cos(i) =0
0

Soit : —m cos(6) + m’ cos(i) =0

R3. Trouver la solution de cette équation. On pourra utiliser la relation cos(2u) = 2 cos?(u) — 1. On discutera
de la condition sur m et m’ pour que la solution existe.

0
Solution: La relation —m cos(f) +m’ COS(i) = 0 peut s’écrire :

—m Cos(2g) +m/ COS(Z) =0

En utilisant la relation proposée (cos(2u) = 2 cos?(u) — 1), on obtient :
0
—2mcos?(=) +m+m'cos(=) =0

Que 'on peut remettre sous la forme :
COSQ(Q) — ﬂcos(g) . 0
2’ 2m 20 2

7
On reconnait un trindéme avec X = cos(i) :

X?—-—X--=0
2m 2 )
m' \2
A =b>—4dac=(— 4—
, ac ( Zm) +
m/\2
A est positive, les solutions sont :
m’ m' \2 m m' \2
— — 2 — — = 2
cos(g) _2m ' (Qm) ' ou cos(g) _ 2m Qm) !
2 2 2 2
!/ /
2
LU TS
N . L . 0, 2m 2m
La deuxieme solution est négative, il ne reste que la solution cos(i) = 5

7
Sim' est tres petit devant m alors COS(§> tend vers -

0
Cela implique du = tend vers T et 6 tend vers ~
Cela n’est possible que si le fil qui relie M avec N est infini. dans le cas contraire, ’angle maximal est
lié a la longueur du fil M N.

m/ m’
Reste que si le rapport o devient trop grand (c’est déja le cas si le rapport o est supérieur a
m m

2, c’est a dire si m/ est supérieur a 4m), la solution n’aura plus de sens mathématique car COS(i) de-

viendrait supérieur a 1.
/

0 m
La valeur maximal pour cos( 5) sera donc 1, ce qui correspond, quand o devient trop grand a un angle
m
0=0
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Exercice n°6  Pendule conique

Un point matériel M de masse m est suspendu a un fil inextensible
de longueur ¢ attaché en un point A fixe d'un axe (Oz). A
Le point matériel M est astreint a tourner autour de (Oz), dans le
plan (Ozy), a la vitesse angulaire constante w dans le référentiel
galiléen d’étude (0; w, ), 17) N\

En appliquant le théoréme du moment cinétique en un point
astucieusement choisi, déterminer ’angle d’inclinaison constant « ® M Yy
du pendule avec 'axe (Oz) en fonction de ¢, g et w.

Solution:
Systéme : point matériel M (m)
Référentiel : terrestre considéré galiléen a I’échelle de I'expérience
Bilan des actions mécaniques :

— poids m?
— tension du fil ?

La tension du fil est une force inconnue, il est donc préférable d’appliquer le TMC%Qar rapport a un point
qui permet de ne pas la faire intervenir : c’est le cas par rapport au point A, car est colinéaire a AM,
Ty T
donc (1) = 0.
dL_> — —
LMC par rapport a A : d—tA = Ma(mq) + //A(?)

— —
Le mouvement de M est circulaire, car £ et o sont constants, La(M) = AM AmW (M) = (—zau, +

ru—>r) A mroug = mrlzau, + mr20u,
—

dL .
La vitesse angulaire w, le rayon r et 'altitude de A sont constantes, donc d—tA = mrwzafug + 6>
— —
Ma(m'g) =AM Am'g = mglsin(a)u
le TMC donne donc : mrzaw? = mgl sin(a)

De plus, cos(a) = ZTA et sin(a) = %

Ainsi : £%sin(a) cos(a)w? = glsin(a), soit | cos(a) = —

Ce n’est possible que si w > \/g
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