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@ Théme |. Ondes et signaux (Oscillateurs)

TD n°5  Oscillateurs mécaniques et
électriques libres harmoniques — Corrigé

Exercice n° 1121314567819
Capacités

Etablir et reconnaitre I’équation différentielle qui caractérise un oscil-
lateur harmonique.

Résoudre I'équation différentielle qui caractérise un oscillateur harmo-
nique compte tenu des conditions initiales.

Caractériser le mouvement en utilisant les notions d’amplitude, de
phase, de période, de fréquence, de pulsation.
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Réaliser un bilan énergétique.

Parcours possibles

& Si vous avez des difficultés sur ce chapitre : exercices n°l, n°2, n°3, n°4 (+ cahier d’entrainement : 2.5,
2.9, 4.18).

P P Si vous vous sentez moyennement a l’aise, mais pas en difficulté : exercices n°3, n°4, n°5, n°6.
P D D Sivous stes a laise : exercices n°5, n°6, n°7, n°8, n°9.
| Exercices d'application directe du cours

Exercice n°1  Forces de rappel élastique &

Pour chaque situation ci-dessous, exprimer la force de rappel élastique en fonction de k, €y (ou leq), x et .

fOn sera tres vigilant.e au sens de Uont par rapport a u, et a la relation entre ¢ et x (et si besoin d’autres
constantes).
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Solution: ()
a) w, est dans le sens d’allongement du ressort, donc ? = —k(e(t) — lo)ug
b) Vérifions la cohérence :
Si l(t) > Lo, 7 doit étre dirigé vers le point d’attache, donc ? - ug < 0.
La formule proposée est bien cohérente avec cela, car pour £(t) > €y, (£(t)—£y) > 0, donc —k(¢(t)—4y) < 0.
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c) D’apres le schéma, on peut écrire que £(t) = ¢y + z(t), avec sur la configuration représentée, z(t) > 0 et

Ainsi ? = —ka(t)u,
%

Vérifions la cohérence, sur le schéma, z(t) > 0 et la force est dans le sens opposé a us.

D’apres la formule, pour x(t) > 0, ? - uy < 0, donc c’est bon!

a) w, est dans le sens de compression du ressort, donc ? = —k((t) — lo) (=) |,

donc 7 = k(0(t) — bo)us

b) Vérifions la cohérence :

Sur le schéma, £(t) < £y, 7 doit étre dirigé dans le sens de ’allongement, d’apres le schéma ? est dans

le sens opposé a u, donc g < 0.

La formule proposée est bien cohérente avec cela, car pour £(t) < €y, (£(t)—4y) < 0, donc k(4(t)—£y) < 0.
c) D’apres le schéma, on peut noter que £(t) = ¢y — z(t) (avec x(t) > 0).

Ainsi 7 = k(ly — x(t) — y)us, soit enfin 7 = —kx(t)u,

Vérifions la cohérence, sur le schéma, x(t) > 0, et 7 dans le sens opposé a u. OK!

//////////
/////////

T

a) w, est dans le sens d’allongement du ressort, donc 7 = —k(e(t) — lo)ug

b) Vérifions la cohérence :
Si L(t) > Ly, 7 doit étre dirigé vers le point d’attache, donc est de sens opposé au vecteur u_;, donc
g
Uy < 0.
La formule proposée est bien cohérente avec cela, car pour £(t) > £y, (£(t)—£y) > 0, donc —k(¢(t)—£y) < 0.
c) D’apres le schéma, en notant que z(t) > 0 et £(t) > 0 on peut écrire que ((t) = x(t).
Ainsi | | = —k(z(t) — €)@,

Cohérence vérifiée immédiatement avec le fait que ¢(t) = x(t) et la vérification précédente.
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Exercice n°2 Ressort vertical &

On considere le systeme ci-dessous, une masse m est suspendue a un ressort vertical
de constante de raideur k et de longueur a vide £.

L’axe (Oz) est choisi vertical ascendant et son origine est située a la position d’équi-
libre de la masse.

2(t)

//////////
//////////

R1. Etablir 'expression de la longueur du ressort a ’équilibre lsq en fonction de k, m, £y et g. Comparer l¢q et

Y.

Solution:

— Systeme étudié : Masse M (m)

rience

— Bilan des forces :
poids m? = —mgu—;;
force de rappel élastique F = —k(0(t) — bo)us

A Téquilibre la résultante des forces est nulle :
myg

m?—i—? = 6)<:> —mgu_; —k(ﬁéq—fo)@ = 6), soit [leq = lo — L

On vérifie que lgq < €y, car a I'équilibre, la masse comprime le ressort.

— Référentiel d’étude : Référentiel du laboratoire (terrestre) considéré galiléen a 1'échelle de I'expé-

R2. Exprimer la force de rappel élastique en fonction de k, z, £, {o et me

myg

= k() + log — LT, = —k (z(t) _ k) e

Solution: La force de rappel élastique s’écrit F = —k(€(t) — L)z, or £(t) = Leq + 2(t), donc

R3. Etablir ’équation différentielle du mouvement vérifiée par z et la mettre sous forme canonique * :

d?z
@ —l—w%z =0

Exprimer la pulsation propre wy.

Solution:

k

| k
oscillateur harmonique | Z + w%z = 0|, de pulsation propre |wy = {/ —
m

Pour établir 'équation différentielle du mouvement vérifiée par z, appliquons le PED : md@ = m¢ + ?

k
En projection selon Oz : mz = —mg — k <z(t) — mg> & |2+ —2z =0/, qui est bien 1’équation d'un
m

R4. Résoudre I’équation du mouvement avec les conditions initiales suivantes : z(0)

dz
=0et 5(0) = —1y < 0.

*. Non, non, il n’y a pas de second membre a cette équation différentielle : s’il vous n’avez pas 0 a droite, vous avez fait une

erreur !
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Solution: La solution générale de 1’équation différentielle s’écrit : | z(t) = A cos(wot) + B sin(wot)

Exprimons z a l'instant t =0: 2(0) =0= A

Exprimons la vitesse : 2(t) = Bwy cos(wpt), donc 2(0) = —vy = Bwy < B = o
Wo
Ainsi | z(t) = _ sin(wot)
Wo

R5. Représenter 'allure de z(t).

Solution:
z

R6. Etablir I'expression de I’énergie cinétique pour le jeu de conditions initiales précédent.

2

. 1
Solution: Energie cinétique : &, = —muv?, or le mouvement a lieu uniquement selon I’axe (Oz), donc

U = zug, donc v? = || V|2 = 22

1

Avec Z(t) = vg cos(wot), on trouve | &, = §mv(2) cos? (wot)

R7. Exprimer I’énergie potentielle de pesanteur, I’énergie potentille élastique, puis ’énergie potentielle totale en
fonction de m, g, k, vy, wy et t.

, D
Solution: Energie potentielle de pesanteur : | &,, = +mgz = —mg—o sin(wot)
W,

0

SR — ), o €(1) = 2(1) + b

Energie potentielle élastique : &, glastique =

mg
Donc gp,élastique = +

1
ik (UO sin(wot)

Wo

k

;

L’énergie potentielle s’écrit donc

éap - gpp + éap,élastique

1
= —mg@ sin(wot) + 5]{;

Wo

(o

o sin(wot) +

mg)2
k

R8. Exprimer ’énergie mécanique en fonction de vy, m, g et k. Commenter.

Solution: Calculons maintenant I’énergie mécanique :

1 1
& = .+ &, = —mug cos? (wot) — mg—2 sin(wot) + =k (UO sin(wot) +
2 wWo 2 Wo

(

U2

0 .2
— t
2 sin?(wot) +

1
+ -k

2

1
Soit &, = §mv§ cos®(wot) — mg—2 sin(wot) 17

Wo

k

mg)2

(mg)*

20 sin(wpt) x

wo

myg

k

)
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k

Avec wy = (| —
m

1 1 2
Onaé, = §mv§ cos? (wot) —@%&W+ §mv§ sin?(wot) + (n;? —l—%%ﬁs'm(ﬁt)
0 0
Avec : cos?(wot) + sin®(wpt) =1

(mg)?
ok

: I’énergie mécanique se conserve.

1
On obtient | &, = §mv§ +

Exercice n°3  Circuit LC paralléle &

On étudie le circuit ci-contre. >
Pour ¢ < 0, le condensateur est déchargé et aucun courant ne circule I
dans le circuit. L
A Tinstant ¢ = 0, on ferme l'interrupteur, ce qui connecte le gé- —_—C¢ L u
nérateur idéal de courant en parallele avec le condensateur et la i
bobine.
R1. Etablir 'équation différentielle vérifiée par Iintensité i.
Solution:
Loi des nceuds : Iy =i, +1¢ '
i
Relation de la bobine : v = L—
dt q
u
Relation du condensateur : ic = C T I
Soit i = LOL! — L ju
oit ic = — N
¢ dthQ- &) .
i c 1
Ainsi : Ip = LC— +1
0 d?
d?i i Iy
Enfin | — 4+ — = —;
de2  LC LC

R2. Identifier la pulsation propre du circuit.

1
Solution: On reconnait I’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation propre |wg = ﬁ

R3. Justifier trés proprement i(0") et w(0"). Puis, par utilisation de la loi bobine, en déduire d—z(OJ“).

Solution:

peut pas subir de discontinuité, donc i(0%) =i(0~) = 0.

Pour ¢t < 0 aucun courant ne circule, donc 7(07) = 0. Or l'intensité du courant a travers la bobine ne

Pour ¢ < 0, le condensateur est déchargé, donc u0~) = 0. Or la tension aux bornes du condensateur ne
peut pas subir de discontinuité, donc u(0%) = u(07) = 0.
di di u(0T)
Oru=L—,d —(0")=—2=0
ru 3 done dt( ) 7

R4. Résoudre compleétement 'équation différentielle compte tenu des conditions initiales .

T. Déterminer la solution de ’équation différentielle compte tenu des conditions initiales.
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Solution: Solution générale : i(t) = A cos(wot) + B sin(wot) + Iy
D’apres les CI1: 4(07) =0= A+ I,
de
t —(0%) = Bwy =0
T
Ainsi |i(t) = Io(1 — cos(wpt))

R5. Représenter I'allure de ¢ en fonction du temps.

Exercice n°4  Circuit LC &

On étudie le circuit ci-contre. Pour ¢ < 0, le condensa- c

teur est déchargé. 4{

A Tinstant ¢ = 0, on ferme linterrupteur, ce qui

connecte le générateur idéal de fem FE constante au ETC) L
condensateur et a la bobine.

R1. Etablir équation différentielle vérifiée par I'intensité du courant dans le circuit.

R2.

Solution:
Loi des mailles : u. +u; = F
du,
Relation du condensateur : ¢ = C Y
Cdr b |
di ourt >0 :
Relation de la bobine : u;, = L&
di
Ainsiu. + L— =F
1ns1 U, + 1 ; "
U, 7
On déri taut T —4+L—=0
n dérive par rapport au temps i + f ‘%1?
7
Avec la relation d d t =4+ L—=0
vec la relation du condensateur c + s
d?; )
Enfin|— +—-—=0
mn e e
. ) dZi 5.
Que l'on identifie avec 1 +wyt =

Identifier la pulsation propre du circuit.

Solution: On reconnait I’équation différentielle d’un| oscillateur harmonique | de pulsation propre |wy =

R3. La résoudre compte tenu des conditions initiales.

Solution:

La solution générale s’écrit i(t) = A cos(wot)+ B sin(wot) dont les constantes d’intégration se déterminent
a ’aide des conditions initiales.

Pour ¢ < 0, le condensateur est déchargé, donc u.(07) = 0. Or la tension aux bornes du condensateur
ne peut pas subir de discontinuité, donc u.(0%) = u.(07) = 0.

Pour ¢ < 0 aucun courant ne circule, donc i(0~) = 0. Or I'intensité du courant a travers la bobine ne
peut pas subir de discontinuité, donc i(0%) = i(0~) = 0.

i(0T)=A=0

d
Loi des mailles a t = 0 : ur(07) + uc(0") = E, soit Ld—z(0+) +0=F
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dz E
Enfin : dt(o ) 7 Buy

E
Soit |i(t) = T sin(wyt)
Wo

R4. En déduire 'expression de la tension aux bornes du condensateur.

Solution: Loi des mailles :

u(t) = E—urg(t)
de
- B
dt
E
= E- LL—wOwO cos(wot)

= E — Fcos(wpt)

Soit | u.(t) = E(1 — cos(wot))

R5. Représenter les allures de w.(t) et i(t).

Solution:

Il Exercices d'approfondissement
Exercice n°5 Se peser a bord de I'ISS & &

Lors d’une mission spatiale, I’évolution de la masse d’un.e astronaute est
une donnée cruciale pour suivre leur santé. Mais, dans la station spatiale
internationale, les objets et les hommes évoluent en apesanteur. Aussi les
dispositifs de mesure de masse habituellement utilisés sur Terre (balance
a fléau, pese personne...) sont inopérants dans cet environnement.

Pour cela, ils utilisent le SLAMMD (Space Linear Acceleration Mass
Measurement Device sprint-diplacement), qui peut étre modélisé par un
ressort (de constante de raideur k) fixé sur une paroi sur lequel une chaise

Capture d’écran issue de la vi-

(de masse my) est attachée sur laquelle peut se placer l'astronaute (de
masse m) pour osciller.

: Visualiser la vidéo de présentation du fonctionnement.

déo de 1’Agence Spatiale Cana-
dienne https://www.youtube.com/
watch?v=0U3pp_4n84U.

R1. Etablir I'équation différentielle du mouvement. Identifier la pulsation propre.

R2. Sachant que la constante de raideur vaut & = 606 N - m™!, déterminer la masse mg puis la masse m de
I'astronaute en exploitant la vidéo*.

1. Mesurer la période propre des oscillations sur la vidéo, avec puis sans I'astronaute.
Avec : 4 oscillations en 12 s; Sans 8 oscillations en 4 s


https://www.youtube.com/watch?v=oU3pp_4n84U
https://www.youtube.com/watch?v=oU3pp_4n84U
https://www.youtube.com/watch?v=oU3pp_4n84U
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Exercice n°6 Deux ressorts & &

Un point matériel M, de masse m, peut se déplacer sur une 0(t) 210
tige horizontale parallele a 'axe Oz.

Il est relié a deux ressorts identiques de constante de raideur 7}
k et de longueur a vide £y. 0 (1)

La distance entre les deux points d’attache est L = 2. I

R1. Exprimer, en étant tres vigilant.e aux longueurs et aux sens, les deux forces de rappel élastique qui
s’exercent sur M (m). On commencera par les exprimer en fonction des longueurs instantanées ¢1(t) et ¢5(t)
de chaque ressort, puis en fonction de z(t) et L.

Solution: Systéme : point matériel M (m)
Référentiel : terrestre considéré galiléen a I’échelle de I'expérience
Bilan des actions mécaniques :

— poids m?

— réaction du support R—>N

— force de rappel élastique 1 : 71) = —k(l1(t) — £p)
or £1(t) = z(t), done | f, = —k(x(t) — L),
(

&l

— force de rappel élastique 1 : E = —k(ly(t) — 60)(—@)
or £o(t) = L — x(t), donc | fo = k(L — x(t) — Lo)T,

R2. Déterminer la position d’équilibre x¢q de la masse M.

Solution: A I’équilibre : m7 + R_>N + 7; + ?; = ﬁ
soit, selon up = —k(zsq — Lo) + k(L — zsq — Lo) = 0 & —2kaeq + kL =0
L

Soit | rgq = 3

R3. Etablir équation différentielle vérifiée par z et la mettre sous la forme canonique & + w3z = w3,

Identifier I'expression de la la pulsation propre wy de cet oscillateur. Vérifier I’expression de 4y avec 'ex-
pression déterminée a la question précédente.

Solution: PFD a M (m) dans le référentiel terrestre : md =mygq + R_>N + 71> + E
Selon u, : mi = —k(01(t) — €o) + k(Lo(t) — L)

Or 0y(t) = z(t) et ly(t) = L — 41(t) = L — x(¢)

Ainsi mi = —k(x(t) — bo) + k(L — x(t) — {o)

2k k
soit | & + —x(t) = —L
m m

2k
On reconnait I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique de pulsation propre |wy = {/ —
m
k 2k L
Et on reconnait : —L = — X = = wizs
m m 2 0ed
. . A . —_ : L
R4. La résoudre si la passe M est lachée sans vitesse initiale depuis x(0) = 3 + .

Représenter les allures de z(t) et de @(t).
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Solution:
Solution homogene : g (t) = A cos(wot) + B sin(wot
. e L
Solution particuliere : xp = x4q = 3
L
Solution générale : z:(t) = A cos(wot) + B sin(wgt) + 5

L L
Avecx(O):A+§:xo+§,doncA::UO

L
Ainsi | z(t) = xq cos(wot) + £

donc | #(t) = —xowp sin(wot)

R5. Donner les expressions de I'énergie potentielle élastique des deux ressorts, de I’énergie cinétique du mobile,
et de I’énergie mécanique totale &,,(t) en fonction de k, xq, vo, wo, L, lo, t.

Exercice n°7 Oscillations dans un cristal & & &

Dans un cristal, un atome de masse 1,0 x 10726 kg effectue des oscillations harmoniques autour de sa position
d’équilibre. La fréquence est égale a fy = 1,0 x 10'2 Hz et 'amplitude a X,, = 0,05 nm. Déterminer :

R1. La norme de la vitesse maximale.
R2. Son énergie mécanique.
R3. La norme de son accélération maximale

R4. La constante de rappel du ressort modélisant les oscillations.

[l Résolution de problemes

Exercice n°8 Ressort inconnu & & &

On considére un ressort dont les caractéristiques (constante de raideur k et longueur a vide ¢y) sont inconnues.
On accroche une extrémité du ressort a un point fixe et on accroche une masse m, dont on ne connait pas la
valeur, a l'autre extrémité, le ressort s’allonge alors de 10 cm.

Prévoir la valeur de la période propre des oscillations libres de ce systeme.

Solution:
Idées :

— En l'absence de la masse, le ressort fait une longueur ¢,
— Une fois la masse accrochée au ressort vertical, le ressort fait une longueur ¢sq = o + 10 cm.
lsq — Lo

m m
— La longueur a I’équilibre est a établir (cf exercices 3 et 4) : loq = lp + 79, on en déduit T =
9

| k
— En établissant I'équation différentielle du mouvement, on établit la pulsation propre wyg = {/—, et
m

1 /'m

donc la période propre : |Ty = —
2nV k
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Il n’y a plus qu’a faire le calcul!

Exercice n°9  Nid de poule & & 2

Une voiture ayant une masse de 1,30 tonne est assemblée de facon telle que son chéssis s’appuie sur 4 ressorts
de suspension. La constante de raideur de chaque ressort est 2,00 x 10* kg - s72.
Deux personnes assises dans la voiture ont une masse totale de 160 kg.

Déterminer la fréquence de vibration de la voiture apres son passage sur un nid-de-poule.
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