Version enseignant

CHAPITRE 00

INCERTITUDES
4 paillasses avec : 4 paillasses avec :
— banc d’optique; — pendule simple (potence + fil + masse) ;
— lampe + objet + suppports; — metre ruban;
— lentille 10 mm. — chronometre.

~

A chaque TP cette année, vous serez amené a réaliser des mesures, a ’aide de divers instruments : mesure
de longueur, de masse, de pH , de concentration, de vitesse... Or chaque mesure produit une valeur fiable sur
un certain intervalle de confiance. On dit par exemple que votre masse est de (75 + 2) kg. L’estimation de cet
intervalle de confiance est crucial pour déterminer la fiabilité de votre mesure.

Vous avez a votre disposition le matériel pour réaliser un pendule simple dont on cherche a déterminer
la période T des oscillations.

1. Choisir une longueur L = 30 cm de fil.

2. Mesurer a ’aide du chronomeétre la période T des oscillations.

3. Recommencer cette derniere étape une dizaine de fois. Noter vos mesures dans le tableau suivant.

T (en s)

ue constatez-vous ?
°

Vous avez & votre disposition un banc d’optique, une lampe éclairant un objet (une lettre f), des
supports coulissant sur le banc, un écran et une lentille.

Fixer la lampe a une extrémité du banc.
Fixer I'objet juste apres la lampe.
A lautre extrémité du banc, fixer ’écran & plus de 1m de Pobjet.

Placer la lentille entre la lampe et ’écran sur son support.

Rl

Déplacer la lentille jusqu’a avoir une image nette sur ’écran, de sorte a ce que l'image soit plus
grande que l'objet. Noter alors précisément sa position x.

6. Recommencer cette derniere étape plusieurs fois.

ue constatez-vous ?
°

Soit une feuille de papier de format A4. Cherchons a mesurer la longueur de son petit coté. Trois outils
sont disponibles : une regle, un décameétre et un pied a coulisse. Quel outil utilisez-vous? Comment
comparer les différentes mesures ?

Décameétre Regle Pied a coulisse
(21+1)em (21,0£0,1)cm (21,05 + 0,05) cm

Il faut connaitre la précision de chaque instrument de mesure.

Vous venez d’observer la variabilité des résultats d’un mesurage. Des lors, quelle fiabilité peut-on accorder
a ces mesures ? Cette variabilité est caractérisée par l'incertitude-type associé a ces mesures. Tout résultat
expérimental doit étre accompagné de son incertitude-type. C’est 'objet de ce TP-Cours.
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I. Incertitudes

Définition
La grandeur que 'on veut mesurer est appelée le mesurande.

On appelle mesurage ’ensemble des opérations permettant de déterminer expérimentalement une valeur que
I’on peut raisonnablement attribuer a une grandeur.

Lorsqu’on mesure la valeur de la résistance R d’un résistor, le mesurande est la résistance R de ce dipdle
et le mesurage est effectué, par exemple, avec un ohmmetre.

Par la suite, on notera m le résultat de mesure.
On considére que le résultat d’'une mesure n’est pas une valeur unique mais un ensemble de valeurs numériques,

raisonnablement attribuables a la grandeur d’intérét.

Incertitude-type

u(x) u(x)

/, Valeur mesurée

Résultat de la mesure X

~

Valeurs mesurées potentielles

Fig. 1 Définition de Iincertitude-type.
L’incertitude type Am est un paramétre TOUJOURS associé au résultat de mesurage m.

La valeur du mesurande M peut étre présentée comme le résultat de mesurage m associé a son incertitude
absolue Am. Le résultat est alors :

M =m=+Am soit M € [m — Am;m + Am)]. (1)

Expression de la valeur du mesurande
— Am est exprimée avec le méme nombre de chiffres significatifs que la donnée qui en posseéde le moins,

— Les décimales de m plus petites que Am ne sont pas prises en compte.

Incertitude absolue}
Am est appelée incertitude absolue. }

Incertitude relative)

Am L . .
—— est appelée incertitude relative.

m|

En pratique, on ne connait pas ’histogramme associé & la mesure. Il est trop cotiteux de le déterminer pour
chaque expérience. Voyons comment déterminer I'incertitude plus rapidement.
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II. Détermination de I’incertitude

Variabilité de la mesure d’une grandeur physique. Incertitude.
Incertitude-type.

***Capacité : Identifier les incertitudes liées, par exemple, a I'opérateur, a I’environnement, aux instruments
ou & la méthode de mesure. ***

Le but des mesures physiques est la détermination de cette fonction de distribution ou, au moins, de ses
deux parametres majeurs : la moyenne et la largeur. Pour déterminer une distribution on doit répéter plusieurs
fois une mesure pour connaitre la fréquence d’apparition des valeurs. Pour obtenir I’ensemble des valeurs possibles
ainsi que leurs probabilités d’apparition, on devrait en fait effectuer un nombre infini de mesures. C’est trés long,
trop cher, et personne n’en a besoin.

L’hypothese fondamentale est un traitement statistique. L’occurrence d’un résultat de mesure obéit a une loi
de probabilité « bien définie ». Par exemple, pour une loi Gaussienne - aussi appelée loi normale - est définie par

fa)= ——ea () 7 = (m)
) = e o avec m = (m).
ov2m
La Fig. 2 illustre une telle distribution.
99.72%
95.44%
68.26%
s
214% ' 13.59% ' 34.13% & 34.13% ' 13.59% ' 2.14%
n-30 H-20 p-o 1 p+o n+20 n+30
Fig. 2 Distribution gaussienne.
Définition
o est appelé 'écart-type. Il quantifie la dispersion des résultats autour de la valeur moyenne. }

I1.1. Traitement statistique

*#% Procéder a I’évaluation d’une incertitude-type par une approche statistique (évaluation de type A).

Associer un intervalle de confiance a I’écart-type dans I’hypothése d’une distribution suivant la loi normale.
Hokok

On dit que 'incertitude est de type A lorsque le mesurage est effectué plusieurs fois exactement dans les
mémes conditions ; 'incertitude est alors déterminée par des méthodes statistiques. On calcule d’abord I’écart-type
expérimental oexp (0n—1 OUu s avec la calculatrice)

1 n
Oexp = \/n_ 1 — (ml _W)Q‘

=1
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L’incertitude type est alors
Oexp
Am =
vn

ou m; est la i°¢ expérience et ™ la moyenne des différents m;.

11.2. Traitement probabiliste

I1.2.a. L’incertitude instrumentale

*4% Procéder a I’évaluation d’une incertitude-type par une autre approche que statistique (évaluation de type
B). ¥k

Lorsqu’on ne dispose que d’une seule mesure, I'incertitude dite de type B et son calcul se fait a partir des
conditions de 'expérience. On fait 'hypothése raisonnable que le résultat de mesure est bien décrit par une variable
aléatoire a distribution de densité uniforme, entre deux bornes (distribution dite rectangulaire) : [m—Am ; m+Am]
avec m la valeur moyenne.

Densité de probabilité

A

Am Am =

T
1
1
1
1
1
1
1
1
1

T—a m=2x T +a

Fig. 3 Incertitude-type pour une distribution de densité uniforme.

On en déduit l'incertitude-type : ’écart-type associé a une distribution rectangulaire est égal a la
demi-étendue de la distribution, divisée par /3 (cf méthode Monté-Carlo).

— Instrument vérifié de classe « : le fabricant indique 1’erreur maximale tolérée (EMT) Am = —E%T,
1/2 graduation __ 1 graduation

— Pour une échelle graduée : en ’absence d’indication, on prendra Am = 7 it ,

— Pour un appareil numérique : le constructeur indique un pourcentage p (erreur de calibrage) de la valeur lue
et un nombre N de digits ( digit = une unité du dernier chiffre affiché).

_ px valeur lue N digits

Am = 73 + NG

Un ampeéremetre affiche 5,23 mA avec une précision de (3%=1 digit). Calculer I'incertitude absolue de la
mesure.

A = 008%5:23 | 15001 _ g0 0

Les incertitudes susmentionnées sont intrinseques a 1’instrument de mesure que vous utilisez. Elles sont
relatives a la valeur affichée/indiquée par I'instrument qui n’est pas parfait. On peut les rassembler sous le nom
AMipstr.

I1.2.b. Incertitude-type

Enfin, on obtient I'incertitude sur la mesure d’une grandeur en tenant compte de toutes les incertitudes
composantes, provenant de différentes sources d’erreurs indépendantes, a un méme niveau de confiance

Am? = Am? + Am3 + Am3 + ...
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é & & Attention ! En tant qu’expérimentateurs (-trices), vous allez aussi introduire de l'incertitude dans vos
mesures lors du protocole expérimental (critéres de netteté d’une image en optique, lecture de la position des
curseurs sur l'oscilloscope, visualisation d’un changement de couleur lors d’un titrage...) et elle sera souvent supé-
rieure a celle introduite par les instruments! On I'appellera Amey,. Trés souvent on négligera I'incertitude
des instruments devant Amey,,. Il est difficile de donner une «recette» pour la quantifier. On I’évaluera au cas
par cas en fonction du protocole.

. Par exemple, pour un titrage colorimétrique, I’équivalence est repérée a la goutte pres. Le volume V' d’une
. goutte étant évalué a 0,05 mL, I'incertitude de méthode sera AVey, = 0,05 mL.

Si, sur une méme mesure, il existe plusieurs sources d’incertitude indépendantes, I’incertitude
type sera évaluée en composant les différentes incertitudes selon la formule suivante :

Am = Z Am?

o
incertitudes i

. . _ 2 2
En particulier, on aura souvent Am = \/ Amg,, + Ami o,

On mesure la position d’une lentille x avec une regle graduée au millimetre. On obtient x = 10,1 cm. L’opé-
rateur évalue & 3mm l'incertitude liée a la plage de netteté de I'image (voir seconde expérience).

1. Déterminer l'incertitude Ax;ystr.
Awinstr - %mm

2. Déterminer l'incertitude Axegy,.
AZegp = 3mm.

3. En déduire l'incertitude-type Az sur la position x. Commenter.

AN
Az = /AzZ . + AzZ,;, '= 3mm. On remarque que Azingr <K Aegp donc Az ~ Azegyp.

11.3. Composition des incertitudes-types

Incertitudes-types composées.

*#* Fvaluer I'incertitude-type d’une grandeur s’exprimant en fonction d’autres grandeurs, dont les incertitudes-
types sont connues, a l’aide d’une somme, d’une différence, d’'un produit ou d’'un quotient.

Comparer entre elles les différentes contributions lors de I’évaluation d’une incertitude-type composée.

Soit une grandeur f(z;) avec z; des parametres dont U'incertitude-type est notée Ax;. Alors I'incertitude-type
de la grandeur f, notée Af est donnée par (au premier ordre) :

1. Somme (ou différence) La hauteur h d’une fenétre est donnée par h = hyerre + 2hcadre. En appliquant la
formule ci-dessus, établir I'expression de I'incertitude-type Ah.

Ah = \/Ahverre2 + QAh(;mlreQ‘

5/9 D. Dumont



Chapitre 00 : Incertitudes Version enseignant

Si une grandeur f est donnée par la somme (ou la différence) de grandeurs x;, alors l'incertitude-

type composée est donnée par
Af= 3 Az (2)
i

2. Produit (ou quotient) On mesure R = (33 +£2)Q et I = (0,5 £0,1) A. Sachant que U = RI, en déduire
I’expression de I'incertitude AU. Faire I'application numérique.

AU = /(AR x I)> + (AI x R)?
. AU)2 (AR)2 <AI>Q
— ) === — ] =02
soit ( U i + 7 0.209
soit AU = 0.209 x (33 % 0.50) = 3,45 V.

Si une grandeur f est donnée par le produit (ou le quotient) de grandeurs x;, alors I'incertitude-
type composée est donnée par

Af = fx Z(A—?")Q. (3)

)

Lorsque le calcul de l'incertitude est fastidieux, nous aurons recours a la méthode de Monté-Carlo (voir TP
1 : Ultrasons).

e Remarque ZEEE R b e -

' Dans le deuxiéme exemple, quelle est la source d’incertitude la plus importante ?

Il faut comparer % = 0.06 et % = 0.2. L’incertitude sur I'intensité domine.

N 7/

11.4. Comparaison entre deux mesures

Comparaison de deux valeurs; écart normalisé.
***Comparer deux valeurs dont les incertitudes-types sont connues a l’aide de leur écart normalisé.

Analyser les causes d’une éventuelle incompatibilité entre le résultat d’une mesure et le résultat attendu par
une modélisation.***

: o)
/—(Ecart normallseJ ~

L’écart normalisé E entre deux processus de mesure donnant les valeurs m; et mgy et d’incertitudes types
Amy et Ams est défini par :

[mq — ma] '
V(Amp)? + (Amy)?

Par convention, on dit que deux résultats sont compatibles si

En =

< 2.
\_ Ens2 J
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(a) Deux distributions avec En == 0.3. (b) Deux distributions avec En ~ 2.1.

Fig. 4 Tracé de deux distributions de résultats de mesure. (D’aprés Maxime Champion)

Version enseignant
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(c) Deux distributions avec En = 5.0.

— ¥ Méthode Détermination des incertitudes

Combien de mesures ?

1 mesure

Série de n mesures

\

Traitement probabiliste

Traitement statistique |

!

Incertitude de type B

But : Mesurer l'incertitude d’une

Incertitude de type A

grandeur m qui dépend d’autres
grandeurs Y, Z... a travers une

Oex
Am = 22

n

fonction m = f(Y, Z, ...)

— T

Echelle graduée Instrument de classe « Appareil numérique

1 grad EMT _ pXvaleur lue+N digit

Amyz = V12 AmYz = 3 Amy,z 3

Propagation des incertitudes a travers la fonction f |

AMinstr

Prise en compte de I'incertitude liée au prototocole Amyy,

|

Am = \/(AmX,instT)Q + (Ameap)?

souvent Amipser K AMegp et Am = Amegy

\

avec Oeqp 1'écart-type

CAMILLE VIERNET
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III. Ajustement affine ou linéaire

Afin de vérifier un modele ou une loi physique (par exemple la loi d’Ohm, U = RI), on peut étre amené a faire
un certain nombre de mesures que I'on rassemble sur un méme graphique, obtenant alors un "nuage de points'.
Pour vérifier la validité du modele attendu, il faut alors comparer le nuage de points avec la courbe attendue.

Considérons une résistance électrique R traversée par un courant I et

dont la tension & ses bornes est notée U, comme schématisé ci-contre. On R
mesure I et U en faisant varier le courant I. On trace ensuite le graphe _|:|_{_
ci-dessous. U

U

A -7

- /+ i
-+
A - -- Régression affine
A U = (0,50 £ 0,02) I + (0,01 & 0,02)
- - )+/
. . T
0

Fig. 5 Points expérimentaux et régression affine. On en déduit que la loi d’Ohm est valable et que la résistance
vaut R = (0,50 £ 0,02) Q.

Les points expérimentaux sont tracés avec leurs incertitudes AU et Al.
On voit a leeil nu qu’ils sont quasiment alignés, ce qui confirme la loi
d’Ohm. Afin de déterminer la valeur de la résistance R correspondant & la pente de cette droite, on réalise un
ajustement (ou régression) affine, c’est-a-dire que l'on cherche quelle est la droite passant le plus proche de tous
les points expérimentaux en prenant en compte leurs incertitudes : c’est la méthode des moindres carrés. Un
script python nous fournit la valeur de la pente et de I'ordonnée a 'origine avec les incertitudes associées, car
plusieurs courbes peuvent satisfaire le critere des moindres carrés.
é & & Attention ! Le ccefficient 72 n’est pas & lui seul un bon critére pour déterminer si la régression est correcte
ou non. Il faut toujours vérifier la correspondance entre la droite et les points a 1’ceil nu.

IV. Comment présenter un résultat ?

Tout résultat d’une application numérique ou d’une expérience doit avoir un nombre de chiffres significatifs
adapté ainsi qu’une unité. Lors d’une expérience, I'incertitude doit également étre indiquée.

Chiffre significatif)

— Les chiffres de 1 a 9 sont toujours significatifs ;
— Les 0 a gauche du nombre ne sont pas significatifs (ex : 0012,3 -> 3 chiffres significatifs) ;
— Les 0 & droite du nombre sont significatifs (ex : 18,50 -> 4 chiffres significatifs).

Application 1 : Chiffre significatif

Donner le nombre de chiffres significatifs pour chaque exemple et réécrire le nombre en écriture scientifique.
1. 48,2

3 CS et 4,82 x 10*
2. 983
3 CS et 9,83 x 10?

3. 0,028
2 CS et 2.8e-2

4. 0,00710
3CSet710x 103

ZVIERNI:
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5. 1089,070
7 CS et 1,089 070 x 10°

Lors d’une application numérique, le résultat est donné avec le plus petit nombre de chiffres significatifs des

données.

— 3% Meéthode Ecriture d’un résultat

e Privilégier I'écriture scientifique. Ex : 7,05 x 10™% et non 0,000 705.
Faire attention au nombre de chiffres significatifs (CS) :

— si le résultat provient d’un calcul de plusieurs grandeurs : autant de (CS) que le minimum de CS

donnés pour les grandeurs. Ex : 4,68 x 3,8 x 1078 -> 2CS.

— si le résultat provient d’une mesure : le dernier CS doit correspondre a U'incertitude. Ex : 54,56 4+078

mais 54,6 £ 0,8.

Préciser I'incertitude s’il s’agit du résultat d’une mesure.

Préciser 'unité. Tout résultat sans unité sera ignoré.

Encadrer les principaux résultats.

CAMILLE VIERNET
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