PCSI 2026-2027

TD 6 : OSCILLATEURS AMORTIS

A préparer : Exercices 1, 2, 3, 4, 5, 6.6-10

‘ Compétences ‘ Capacités

Circuit RLC série et oscil- | Analyser, sur des relevés expérimentaux, I’évolution de la forme des régimes
lateur mécanique amorti par | transitoires en fonction des parametres caractéristiques.

frottement visqueux. Prévoir I’évolution du systéme a partir de considérations énergétiques.

Ecrire sous forme canonique I'équation différentielle afin d’identifier la pulsa-
tion propre et le facteur de qualité.

Décrire la nature de la réponse en fonction de la valeur du facteur de qualité.
Déterminer la réponse détaillée dans le cas d’un régime libre ou d’un systéme
soumis & un échelon en recherchant les racines du polynoéme caractéristique.
Déterminer un ordre de grandeur de la durée du régime transitoire, selon la
valeur du facteur de qualité.

Exercice 1 : Résolution d’équations différentielles &
Résoudre chaque équation différentielle.
1.
e u(t=0)=5
2+ 8u+3u =20 avec .
uw(t=0)=0
o Ecrivons le polynéme caractéristique : 2r® + 87 4+ 3 = 0.
o Calculons le discriminant A = 8% — 4 x 2 x 3 =40 > 0. On est donc dans le régime apériodique. Les racines sont
T2 = —2+ ﬂ
' 4
et les solutions s’écrivent
u(t) = Ae™" + Be™'.
o Déterminons les constantes A et B a I'aide des conditions initiales
ut=0)<5=A+B.
Par ailleurs,
u(t) = riAe™t + roBe™! donc u(t = 0) <! 0=r1A+r:B.
Ainsi .
aT2
B=5-A4 B:5+7‘1*T2
donc .
r1A=—roB = =5r2 + 1A A= 02
rL—7T2
La solution s’écrit donc finalement 5 .
u(t) = T2 it + <5 + o > em2t.
T™ — T2 T™ — T2
2.
. u(t=0)=5
3u+2u4+3u=20 avec ]
uW(t=0)=0
Régime pseudo-périodique
3.
. . z(t=0)=5
20 +4x +2x =0 avec ]
z(t=0)=0
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Régime critique
3Z2+T72+22=10 avec {(

Exercice 2 : Etude de régime permanent &

Déterminer les différentes intensités et tensions (u, ¢, ui, ug) indiquées ci-dessous lorsque le régime permanent
est atteint.

La résistance et le générateur sont en paralléle, donc . Le condensateur est court-circuité par la bobine, donc .

i= La loi des mailles et d’Ohm donnent | i = .
R R

U1 R

< - 2

- Les intensités sont nulles partout.
o La loi des mailles dans la mailles de droite, sachant que les intensités et donc
les tensions aux bornes des résistances sont nulles, donne | us; =0 |.
‘ La loi des mailles a gauche donne .

Exercice 3 : Lecture de graphes &

Associer a chaque graphe, le jeu de conditions initiales et le jeu de parameétre correspondant, ci-dessous.
— Les conditions initiales suivantes : — Les couples de parametres suivants :
1) 2(0) = 26q +2,0cm; 2(0) = 0m/s a) k=20N-m~!'; m=0,1kg; o =0,5kg-s7!
2) 2(0) = z¢q; 2(0) = 1m/s b) k=20N-m~!;m=0,1kg; a = Tkg-s™*
3) 2(0) = z6q +2,0cm; £(0) = 1m/s
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— Les conditions initiales suivantes :
— 2(0) = zeq + 2,0cm; £2(0) = 0m/s : vitesse initiale nulle et position initiale supérieure a la position d’équilibre.
Graphes 1 et 3
— 2(0) = zeq; 2(0) = 1 m/s : vitesse initiale strictement positive et position initiale a la position d’équilibre
Graphe 4
— 2(0) = zsq + 2,0cm; 2(0) = 1m/s : vitesse initiale strictement position et position initiale supérieure a la position
d’équilibre
Graphe 2
— Les couples de parameétres suivants :
— k=20N-m~'; m=0,1kg; « =0,5kg-s" 1 : Q =2,8> %
Régime pseudo-périodique : graphes 3 et 4
— kE=20N-m~!; m=0,1kg; a=T7kgs!1:Q=0,2< %
Régime apériodique : graphes 1 et 2
Exercice 4 : Fourche de VTT &
La fourche de VTT peut étre modélisée par un ressort de constante <4 a vide  a l'équilibre at
de raideur k et de longueur a vide {p, associé a un amortisseur dont 2(E) frmm e X
la force de frottement est f = —a¥. On note m la masse appuyant

sur la fourche lorsque la vététiste appuie sur le guidon (par exemple
en descente).

Données : m =20kg; k=2,5-10> N-m~!; 0
a=50-10°N-s-m™~'; (o= 1,3 m; Le
g=98m-s?;v=50m-s*

ssss777 7777777 1777777,

1. La cycliste appuie sur le guidon, avec une masse m. Etablir Uexpression de la longueur £, du ressort &
I’équilibre en fonction de m, g, k et £y. La calculer. Le ressort est-il comprimé ou étiré ?
Systéme : masse m

Référentiel : terrestre considéré galiléen a I’échelle de I'expérience
Bilan des forces :

— poids mqg = —mgu,
_
— force de rappel élastique : fo = —k(£(t) — £o)uz
e
— force de frottement fluide de I'amortisseur : [ = —av = —aiu,

a I'équilibre : F=0etv =0, soit —mgus — k(le — lo)us = 0, soit | lc = lo — % < lo

La vététiste se réceptionne apres un dénivelé. On souhaite établir la forme du mouvement du cycliste suite a ce
saut. L’origine du repeére est placée a la position d’équilibre.

Les conditions initiales sont z(0) = 0 et 2(0) = —vy (avec v > 0, 2(0) < 0 car dirigé vers le sol).
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2. Etablir 'équation différentielle vérifiée par la position verticale z(t) = £(t) — £ et la mettre sous la forme

. .. wo , 2 . 1
canonique Zz + az + wjz = 0 en exprimant @ et wo

D’aprés le principe fondamental de la dynamique :

ma = m?+ }7:.—&— ?
d’z_, . — dz_,
m@uz = —mgu: — k(l(t) — lo)uz — aEuz
d%z dz
o —mg—k(é()—(o)—ozg

or U(t) =L+ 2(t)

2
o —mg — k(le + 2(t) — Lo) —Oz%

i-&-ozd——i-kxz() =  —mg—kl.+ k¢l

a2 Y - g — Bt T ko

d?z dz

ma g th) = —mg—k(fo—T7) + ko
d%z dz

@"F&E +k’Z() = 0

d?z a dz k
@ + EE + Ez(t) = 0
d?z  wodz

@'f’a&ﬁ- () = 0

. - . [k w @ . km
On identifie la pulsation propre wo = et le facteur de qualité () tel que 60 = —, soit | =
m m o

. Calculer @ et wy (en précisant leur unité).
Quelle est la nature du mouvement de la vététiste (pseudo périodique, critique ou apériodique) ?
Exprimer puis calculer le temps d’amortissement caractéristique compte tenu du régime.

V25x10x20 1 1
N:Q=""T"T"""= " < =
5.102 N
k 2, 5 103 1
wop = =4/1,25.102 = /125 = 11,2rad-s
m
1
C’est un régime apériodique, donc le temps d’amortissement est de I'ordre de quelques 7 = Q = ——s
wo 15v/5
. Déterminer la solution z(t) avec les conditions initiales. On pourra introduire la grandeur v = wpy/ —= — 1.

402
vy %0
Montrer qu'elle peut s'écrire z(t) = ——e 2g2tsh(’yt)
Y

(@ étant inférieur a 3 le régime transitoire est apériodique.
Polynéme caractéristique : 12 + %r +wi=0
1

Discrimi t:A:42(——1)

iscriminan wp 102

. 1 wo

R =20y Vigr—1= 52+

acines : 1 50 wo 102 50
Solution générale : z(t) = Ael=38 )t 4 (=55t
2(0)=0=A+ B, donc A= —-B

=4 (gpa) el B (g o)l B

_ _wo Ao
= A( 2Q+7> A( 20 7)
—Vo = 2A’y

- _bo _ _

2y

1. NON : il n’y a pas de second membre dans cette équation !
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.. ) (_f‘i)_g.w)/, Vo (_‘“LO_A/N
Ainsi z(t) = ——e\ 2@ —el72Q

insi z(t) Q’YC + Q’YL

— Vo L0 4 ~t
Ainsi z(t) = —e 2@ 7 e

insi z(t) nye (e e’)
Enfin | z(¢) = 7%67 gcgtsh(yt)

5. La figure ci-dessous représente z(t). De quelle longueur s’enfonce approximativement la fourche ?

2(t)(m)

0.2+

4O
—
4O
[\)
4O
w
4O
=
o
(@)1

L O
[op]
41O
—\]
4O
(0¢]
4O
©o
—

-0.2+

La fourche s’enfonce d’environ 15 cm.
Exercice 5 :

On considere le circuit représenté ci-contre, appelé pont de Wien.

Pour t < 0, 'interrupteur K est ouvert et les deux condensateurs, }7
de méme capacité C', sont déchargés.

On ferme l'interrupteur K & ¢ = 0. Les deux résistances sont iden- £ T

tiques. K

X

1. Etablir 2 'équation différentielle vérifiée par la tension u et montrer qu’elle s’écrit sous la forme

PCSI 2026-2027

Pont de Wien OO

d?u du 9
— +3wo— +wou =0
de? Car O
UR Ue
C
—
Loi des mailles : v + u. + ur = E (1) ' | |
Loi des nceuds : i = i1 + iz (2) g
Lois d’Ohm : u = Ris (3) et ur = Ri (4) S )
Condensateurs : i; = C4% (5) et i = C'9ke (6) ET —C R u(t)
Yi1 .
iz
K
(3) et (5) dans (2) : i = Cd% + % 2)
(1):ue=FE—ur—u=FE— Ri—u, avec (2’) : uC:EfR(C%jL%) —u=FE—RC%* —2u (1)
On injecte (1') dans (6) : i = —RC*$% —2C9% (6)
On égalise (2') et (6’) : C4% + % = —RC? ii”; —2049
Soit dz—quidl R — avecw*i
dez " RCdt ' (RC:? " RC
2. Indications :
— Introduire 3 intensités et deux tensions.
— Eecrire les 6 équations indépendantes.
— Meélanger les 6 équations pour obtenir une équation différentielle avec uniquement u, pour obtenir : wg = 1/(RC).
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2. Déterminer les conditions initiales® u(t = 0%) et $(¢t = 07F).

Les condensateurs sont initialement chargés, donc ©(07) = u.(07) =0

Or la tension aux bornes des condensateurs ne peuvent pas subir de discontinuité, donc |u(0") =u(07) =0] et u.(0") =
uc.(07) =0

+
Loi des nceuds a t = 0" : 4(0") =41 (0") +i2(0"), avec ix(01) = u(?% ) _ 0, donc i(0") =i;(0)
Loi des mailles a t = 0% : up(0") + u.(0+) +u(07) = E, soit Ri(0T) = E
=0 =0
E du E
inei 4 + du (n+) . = H +
Ainsi i, (07) = C5£(0 )7R,50|t s (0M) = RO

3. Résoudre complétement I’équation différentielle précédente pour déterminer I'expression de u(t). Représen-
ter graphiquement son allure.

Equation caractéristique : 2 4 3woz 4+ wi = 0

Discriminant : A = 5w2 > 0, le régime est donc

—3UJO:|: \/50.}0 —3i\/5w
0

Raci rr = _
acines : x 5 >
‘5+fw *3+\/5w
Ainsi : u(t) = Ap< 2 “) + Bc( 2 o)t
w(0T)=0=A+

s C uo>t< 3+5 ) w)( ‘s;f ]>

A . du _ —
At:0+.j(0+)—%— (

2 2
Ainsi Ew[) =2A \/%(.U(), soit A = *E
V5
737\/5@;.; 73+ﬁw t
Ainsi | u(t) = E —e( 2 0>t +e< 2 O>f = £ e — 3ot x 2sh ﬁwot
7 5 2
Exercice 6 : Régime transitoire d’'un RLC série HOO

Un générateur de tension continue E et de ré-
sistance interne R, alimente un circuit RLC
série (C' = 0,10 pF). L’inductance L et la ré-
sistance propre r de la bobine sont inconnues.

1. On attend que le régime permanent soit établi. Préciser alors les valeurs de i, ur, ur et uc.

En régime permanent, la bobine est équivalente a un fil et le condensateur est équivalent a un interrupteur ouvert. Ainsi
up, =0}, [i=0} ur = Ri=0]et[uc=E|

Une fois le régime permanent atteint, on remplace ’alimentation (E,Ry) par un fil. On étudie donc la décharge
d’un condensateur dans une bobine d’inductance L et de résistance interne r inconnues placées en série avec
une résistance R variable.

2. Etablir I'équation différentielle régissant 1’évolution de uc(T) et la mettre sous la forme canonique :

. wo .
o + —uc + w%uc =0,

Q

On exprimera wp et @ en fonction des données du probleme.

3. Indications :

Déterminer les tensions aux bornes des condensateurs.

Exploiter la loi d’Ohm et la loi des nceuds.

Exploiter la loi des mailles et la loi du condensateur pour conclure : %(0+) = %
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D’apres la loi des mailles :
ur +ur +ur +uc = 0.

En utilisant les relations constitutives pour les résistances, la bobine et le
condensateur,

L%—i—ri—&—Ri—&—uc:O

PCSI 2026-2027

dt
(T+R)CC17$7C+LCd2UC‘ . 0 ur, Uy UR .
dt dae2 ¢ ; — ia
" 1 .
o+ e+ Lo 4 R
L Le C |ue
Par identification, on a
wo _ T+ R

e + ﬂuc + wguc =0 avec Q L
Q oL
"7 LC

soit

wfi et Q= ! \/L
= VIC T r+RVC

3. Rappeler les conditions de continuité dans une bobine et un condensateur. En déduire les valeurs de uc(0) et

ac(0).

La tension uc aux bornes d’un condensateur est une fonction continue donc | uc(0) = E | puisque le condensateur est initialement
chargé. Le courant traversant la bobine est une fonction continue donc i(0) = 0 puisque le courant est initialement nul lorsque le
condensateur est complétement chargé. Puisque le courant traversant le condensateur s’écrit i = Ciuc, on déduit | uc(0) =0]|.

Comme le montre la seconde figure, le régime est pseudo-
périodique.

4. Etablir que ceci n’est possible que pour une valeur de

CAMILLIZ VIERNIET

résistance R inférieure & une résistance maximale Ryax uc (V)

dont on donnera 'expression en fonction de r, L et C. 10
D’aprés le cours, pour que le systéme soit en régime périodique,
il faut que @ > 1/2 soit 5 S1
So
1 L1 /\
—_ > = 0 /.\
r+RVC " 2 5 1 1.5 ¢ (ms)
C
— <2
(r+R)\/ 7 <

r+ R <2\ —=

R<2\/ = —7r = Rmas.

. Montrer que la solution physique s’écrit sous la forme :

uc(t) = e M (Acos Ut + Bsin Ot)
Préciser les valeurs de X et € en fonction de wq et @) ainsi que celles des constantes A et B.

Le régime étant pseudo-périodique, la solution s’écrit

_ &0 1
uc(t) =e 2gt(Acoth—i—Bsith) avec Q=woy/1l— 107 et A= ;}—5.
On a alors w o "
uc = —%efﬁt (AcosQt + Bsin Qt) + e~ 2@ (—QAsin Qt + QB cos Qt) .
Déterminons a présent les constantes A et B a I'aide des conditions initiales :
- A=F A=F
uc(t=0)=FE it A=E d woE E d’ou
soi onc 0 ou
it =0) =0 N A+QB=0 B=_ 5= £

2 2007 20T & b= i1
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6. On donne les valeurs des deux premiers maxima S7 et Sy pour ¢ > 0.

‘ ler maximum ‘ 2éme maximum
U =273V Uy =0,73V
t1 = 0,65 ms to = 1,29 ms

Tension
Date

En déduire les valeurs expérimentales de la pseudo-période 1" et de la pseudo-pulsation €.

On en déduit que

2 '
T=1ts—t = 0,64 ms donc Q= % A 9,8 x 10%rad-s 1.

7. On pose 6 = In %, le décrément logarithmique. Montrer que § = % . En déduire 'expression de ) en
fonction de 4.
At =t et t =t,, le terme oscillant atteint des maxima égaux. Ainsi
-3t .
y 2Q w
60=1In LGy —1n ¢ o :lnefﬁ(tl*h):ﬂxT
’Lbc(t = tz) e TG t2 2Q)
soit
woT woT
§= oL t —
20 ¢ @=5
2 .
8. On donne 6§ = 1.28 et (§)” ~ 6. Evaluer Q et wy.
. 27 2w . , ., . . R
On sait que T'= — = —————————. Ainsi, le décrément logarithmique ¢ s’écrit
Q wo 1-— ﬁ

wo 2 27

— X = .
Q" T VI

9 472 . 1/ 472 AN 1

On obtient un facteur de qualité Q > 1/2 ce qui est attendu puisque nous sommes en régime pseudo-périodique. Par ailleurs,

6=

On en déduit donc

wo = 2%5 A1 % 10%rad-s 1.

9. A quelle condition peut-on assimiler la pseudo-période T & la période propre? Cette approximation est-elle
vérifiée ici?

Si Q> 1/2 alors Q =~ wo et T =~ Tp. Ici, Q = 2,5 donc cette approximation n’est pas valable.

10. Déterminer la valeur numérique de L.

Puisque wo = \/% alors
1 an
L= g = 100mH.
Exercice 7 : Interprétation énergétique du facteur de qualité SO0

Un circuit électrique est composé d’un interrupteur, d’une résistance R, d’un condensateur de capacité C' et
d’une bobine d’inductance L, le tout placé en série. On pose w% = % et Q = %\/%.

1. Etablir Péquation différentielle satisfaite par la charge ¢ du condensateur quand l'interrupteur est fermé.
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D’apres la loi des mailles :
ur +uc +ur = 0.

Ori=9, uc=2%etu, =LY% = LE4, d'ou
dg ¢ d’q

On obtient donc I'équation différentielle suivante

. R, 1 . ., Wo .
q—Q—Eq—I—Eq:O soit q—l—aoq—ﬁ—wngo.

On se place dans la suite dans le cas d’un amortissement faible, soit @ > 1.
2. Exprimer ¢(t) sachant qu’a t = 0s on ferme 'interrupteur et qu’a cet instant la charge vaut gp.

Puisque Q < 1, alors on est en régime pseudo-périodique et la solution générale de I'équation différentielle est
q(t) = e 74! (AcosQt + Bsin Qt)

avec A et B des constantes a déterminer avec les conditions initiales. On sait que ¢(t = 0) = ¢o. Par ailleurs, I'intensité

traversant une bobine étant une fonction continue, et qu'a ¢t < 0, I'interrupteur est ouvert i(t < 0) = 0" comine i(t > 0). Ainsi

q(t:O):qozA A:qo

d wogo ) d’ot
G(t=0)=0=—-"2A40B one B = = o %

2Q 200 " 2Q,/1- 25 B= 1

3. Déterminer la pseudo-période T, ainsi que 'ordre de grandeur de la durée 7 du régime transitoire.

T g T:@:%\/émc:%.

Q wo /I,ﬁ wo

4. Représenter ’évolution du systéme sous la forme ¢(t).

[\(\/\/\AA/\/\ .
IEERRAE t

5. Evaluer E(t) I'énergie contenue dans le circuit & I'instant ¢.

Seuls le condensateur et la bobine stockent de I'énergie : le résistor lui dissipe totalement I’énergie qu’il recoit. Ainsi,

E(t) = Econdensateur + Ebobine

6. Que dire du signe de ;7

CAMILLIZ VIERNIET
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Qualitativement, I'énergie initialement stockée dans le condensateur est échangée entre le condensateur et la bobine pour étre
finalement dissipée dans le résistor. L’énergie E(t) contenue dans le circuit décroit au cours du temps donc on attend

dE
a < 0.
7. Evaluer la variation relative o d’énergie contenue dans le circuit pendant une pseudo-période :
Et)—E(t+1T)
o= .
E(t)
On a wo wo
qt +T) = e 2@ (Acos (Qt + T)) + Bsin (Q(t +T))) = q(t)e "
et
G+T) = — 200 3D (4 cos (Q(t + T)) + Bsin (Qt + T)))+e 28T (—QAsin (Q(t + T)) + QB cos (Qt + T))) = §(t)e 297
Ainsi
by
E(t+T)=E({)e #¢ =E({t)e @
d’ou
E(M)—E@e 37 ey
a = B =1—e @
8.

En déduire une caractérisation du coefficient de qualité Q).

On peut alors exprimer le facteur de qualité @ en fonction de la variation relative «

Q
—ln(l—a):%T
o on
@= —In(l—a)

CAMILLEVIERNIET
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