On considére une surface formée de deur quarts de cylindre de rayon r reliés
Uun a DUautre. Un point matériel de masse m est abandonné sans vitesse
inttiale a la partie supérieure A et peut glisser sans frottement sur cette
surface. Sur la partie (1) la position du mobile est repérée par A0, M; = 6
el sur la partie (2) par BO,M; = a.

1 - Le mobie étant sur la partie (1) 7
de celte piste expliquer pourquoi le
mouvement est plan. Ferire la rela-
tion fondamentale de la dynamique,
projeter cette relation sur Uaze tan-
gent, en déduire 'expression de la
vitesse angulaire en M, puis les car-
actéristiques du vecteur vitesse en

B.

2 - Le mobile élant maintenant sur la partie (2), projeter la relation fonda-
mentale de la dynamique sur l'aze tangent et sur Uaze normal; en déduire
la valeur de la vitesse du poinl matériel en My puis Uintensité de la réaction
normale de la piste en ce point.

3 - Montrer que le mobile quitte la piste en une position que lon précisera.

Seolution

1 - Le référentiel galiléen choisi est un référentiel terrestre. Le mobile est soumis
son poids (vertical) et a la réaction normale de la piste car il n’y a pas de frottements.
Il est abandonné sans vitesse initiale le mouvement se fera donc dans le plan vertical
contenant A d’ou le choix du plan de figure.

Bilan des forces: mg et N relation fondamentale de la dynamique:

ma =mg+ N

projection de la relation sur Oy :

y =0,y = cte; = 0 ainsi y = cteg = 0 : mouve-
ment plan.

projection de la relation sur 'axe tangent a la
piste en M;:

d*0 0
TTET‘W = mg Cos
ou encore:
0 g
E = ; COs 9

df ’
Pour intégrer on multiplie les deux membres de ’équation par Edf ce qui donne
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d’ou:

et:
1. d6 g . =
E(:i?)z = ;sm@ + 4
df
orét:()(-cg)z_o;—»(‘lz(}
et:
df 2
5= Tgsinﬂ

df 2
(a)g e= \/E le vecteur vitesse en B est tangent & la partie (1) et & la partie (2),
T

il est horizontal, sa norme est vg = /2gr.

2 - La relation fondamentale de la dynamique est identique a la précédente & savoir :
mid =mg+ N

soit en projection:

e sur la normale 22
m— =mgcosa — N(1)
r

e sur la tangente ey )
mr—g = mgsin a(2)
la relation (2) permet de déterminer la vitesse
o .
Eﬁ" = ; S1N ¢

- dor )
on multiplie par Edt les deux membres et on integre:

o d
= adt:/gsinada
r

a2 dt
d’out
l da 2 g ai
2(E) =—"cosa + Cy
si
de 2g 2g
= U - = — _;v. = —
@ ( Eﬂ, )0 e — ( 2 i
et
d 2
£ == U‘wrg@—cosa)
alnsi

d
IR r—d% =4/297(2 — cos @)

et d’apres (1)
N =mg(3cosa — 4)—|

3 - 51 le mobile quitte la piste, le contact n’existe plus alors N = 0 d’ou:

cos oy = <, impossible.

€

Le mobile a donc quitté la piste au point B.



Un point matériel de masse m est lancé verticalement vers le haut &
Ualtitude = = 0 avec une vitesse initiale vo. L’ensemble des frottements
qui 5’exercent sur lui est équivalent @ une force antagoniste au déplacement
d’expression —kv?. On admet que le champ de pesanteur est uniforme et de
valeur g.

1 - En appliquant lo relation fondamentale de la dynamique établir la loi de

la vitesse en fonction du temps lors de la montée du projectile. En déduire

. dv  1dv®
la durée de cette phase. {On pourra montrer que e §d—)
: z
2 - Etablir Uexpression de Ualtitude en fonction de la vitesse; quelle est
Daltitude mazimale atteinte ¢

3 - Caleuler la vitesse vy du point matériel lorsqu’il retombera sur le sol.

Solution:

1 - Le référentiel choisi est un référentiel terrestre donc galiléen. L’axe vertical Oz
est orienté vers le haut. L’origine O est prise au niveau du sol.

Bilan des forces appliquées au point matériel :
e le poids: mg
e la force de frottement : —kv?u.

Algébriquement sur I’axe Oz on peut écrire:

dv
Wiom, —otngis kv®
ou
dv kE 5
e
dt 9" m
Par séparation des variables, il vient:
dv
dt
1+ W’:g v2 g

I'intégration conduit a:

soit

|k [k
Arctanyf—.v = — Ll + C}
mg m

or &t =0,v = vp, ce qui implique:

Ci = Arctany /ji—vo
myg
= % %
= E{Aratan j:—‘Uo — Arctany| —v)
kg myg myg

et




Durée t; de la phase de montée:

A Taltitude maximale, v = 0, donc:

/ | k
= ™ Arctan ——g
kg myg

2 - Relation entre la vitesse et ’altitude:

Le principe fondamental de la dynamique conduit a:

dv B ol
dt i mb
or
dv? > dv g 2
— =—etv=—
dt a T
ainsi: dv = dv? v 1 " dt
dt — dt T 27 dz
et ;
dv? k .
2dz 4 .
soit encore: g2
v
—2gdz
1+ L2 %

et apres intégration il vient :

k kz
(1 + —1:2) =-2—+ %

my m
mais a z = 0,v = vy donc:

k
(72 e— fﬂ.(l + —'t’(z))
mgq

m 14 22
2= —In—7"4—
2k 1+ —T:;’qu

Lorsque Paltitude maximale est atteinte v = 0 et :

I

-
~TT

m E s
ﬂfﬂ(l + ;n—g‘li‘o)




3 - Pour la descente ’équation différentielle devient :

dv n k
s
ou dv? ko,
e G
801t dv?
— mig'vz = —2gdz

et apres intégration on obtient :

k kz :
In(l — ——vz) = 42— 4+ (5
m .

mg
: koo
mais pour cette nouvelle phase lorsque z = z,, = —En( 4+ —uv), v=0
2k mg
donc:
E {m k
= SN e .

U= m (Zk (L mg%)) +C

et

k

en reportant la valeur de la constante, il vient :

+§—]~c-z =In(1 — ith)(l + ivé)
m mg mg

ceci permet de calculer la vitesse d’arrivée au sol soit pour z =

(1wiv)(l+iqv):1

et

_'UO

Vg = —F/————
-,/1+migv§




Une bille sphérique de rayon v (faible) et de masse m arrive obliquement a
la date t = 0 dans un liguide immobile avec une vitesse vy faisant un angle
o avee la verticale.

Elle est soumise a la force de pesanteur, d la

poussée d’Archimeéde et a4 une force de frot- V2
tement d’expression f = —6anrv ou n est le
cocfficient de viscosité du liquide. 2 =

; s 1— ¥
p1 est la masse volumique du liquide et u Ea
celle du solide homogéne.
1 - En appliquant le principe fondamental
de la dynamique établir les expressions des g
composantes du vecteur vitesse. RIRINININ
2 - Donner les équations horaires du mobile en posant 8 = %};

3 - Comment se comporte la vitesse au bout d’un temps suffisamment long ?
CQue dire alors du mouvement ¢

Solution:

1 - Le référentiel choisi est le référentiel terrestre local. Pour ce qui est du repere
associé son origine est O, le point d’impact de ’objet, 'axe Oz est vertical, 'axe Oz
est tel que ¥ appartient au plan vertical 2Oz ce qui ne restreint en rien la généralité
du probleme.

bilan des forces appliquées au solide de petite dimension et que 1’on peut assimiler
a son centre d’inertie.

1
e poids: mg — §Wr3r§
W p L R e
e poussée d’Archimede: —m,§ = —3 " g

v

e force de frottement: —67yré

D’ou I'expression de la relation fondamentale de la dynamique.
md = mg — myg — 6rnro

ou encore dv  6wnr (m —my)

o e =
dt m m g

(Uest une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants et avec
second membre.

Solution particuliere (constante)

r (m—m,)_

M =
: 6rnr

Solution de I’équation sans second membre associée:
dv 6rnro
dt m



dv 6T

dou vy =Ke m

et

6mnr
. (m—mq)., = — i
V= Jg+HKe m
Grnr
o . = s v (m — ml) -
orat=0,v,=0y=> K =06 — ——
6rnr
ainsi
G 6rnr
m—mq_ = t = 13

v = I =& m U m
7 e g(l—e ) + o€

ce qui conduit aux composantes de la vitesse simplifiées en remplacant m et m, par
leur expression :

)0
vy = Tp Sl ae—rj’"zﬂ
vy =10
.. 7
| vo=—22(u—m)gl—e 27°H ") —wocosae 277K

2 - Par une nouvelle intégration et en considérant les conditions initiales
9 . ’ .
(1 = 0 = Oy Bosy = U) et en) pesant, § = 27 on obtient les équations

2riy
horaires :

Vg SIn @ ;
x = _gq’ma(l — P
3

y=20

8

o= __(,u—._ul g(t + 6_5;—1) 'I’ uQcosa(Cjﬁt — 1)

Bu J&i

b ﬂlg

o]
le mouvement est vertical, vers le bas, si la masse volumique du solide est supérieure
3 celle du liquide, sinon mouvement vertical ascendant dans les deux cas sur la droite
Vg SN @

3

I

3-sit—o0,v,=0,v,=0, v:=—

~

d’équation = = a vitesse constante v,.



Un point matériel de masse m est relié a un point fizre O par Uintermédiaire
d’un fil inertensible et sans masse de longueur £. A partir de sa position
d’équilibre on lui impose latéralement une vitesse initiale d’intensité vy/v? =
394 de fagon @ communiquer un mouvement circulaire dans un plan vertical.

1 - Appliquer la relation fondamentale de la
dynamique au point matériel dans une posi-
tion quelconque définie par 6.

2 - Fn projetant la relation obtenue sur la
tangente et en inlégrant exprimer la vitesse
en fonction de 6.

3 - En projetant la relation fondamentale sur \
la normale au mouvement exprimer la ten- N
ston du fil.
4 - Comment évolue le mouvement de la
masse ¢
. " 5 g By 00 :
Réponses: 1. md = mg+ T 2. - = —gsinf ; v = \/v§ —2¢{(1 — cos0) =
- 2 ' 2
Vol(1+2cosh) 3. T = ﬁ;— + mgcost ; T = m;” —mg(2 — 3cosb) ; T =
1 2
mg(1 4+ 3cosf) 4. La vitesse s’annule pour cos; = = 0, = ;rad ~ 2. 09rad.
- 1
La tension s’annule pour cos 8, = -3 ; 0, =1,91rad.

On constate que la tension s’annule avant la vitesse donc le fil se détend et la masse
tombe (il n’y a pas d’oscillations).

Un objet de masse m que l'on assimile & son centre d'inertie est posé sur
un ressort de constante de raideur k mainteny vertical.

1 - On comprime le ressort d’une longueur
a et on [sbandonne sans vilesse initiale.
Etablir Uéquation horaire du centre d’inertie
de Uobjet et donner la période des oscillations
lorsque celui-ci reste posé sur le ressort.

2 - Calculer la longueur a minimale a im-
poser au ressort pour que la masse décolle.

k m
Réponses: 1. On peut poser X =z —z, d'ott X = —acosy/—t; T = ZWHE.
m

myg
2. Qmin = 5

k



Un point matériel M de masse m glisse sans frottement sur un azxe hori-
zontal Oz. Ce point est lid & un ressort de longueur d vide Ly, de raideur k,
accroché & un point H tel que OH = ko < fy.

A Uinstant initial on ldche le point matériel M sans vilesse d partir d’une
position proche de la position d’équilibre.

1 - Faire un bilan des forces exercées sur le point M, on écrira lexpression
de la tension du ressort en fonction de k,z,f et {o.

2 - Par projection de la relation fondamentale, établir I'équation différen-
tielle du mouvement de M sur Q.

3 - A quelle condition les oscillations sont-elles harmoniques (sinusoida-

les) ?
En donner alors Uexpression de la période.
yh A
H H
7 o
o
ho Q ED h0 t
M M N
O X, X O % X

— —
Réponses: 1. Poids mg, réaction R normale & Oz, tension T du ressort ,

oM
R/t - °)HM
2. fw + k(1 — \/_ﬁz_%—?) —
3. Pour f<< I,WET—u (1 ) IIEH%O

k £y mi
PO e ke
w= il =gl T =2 ey



Un point matériel M de masse m glisse sans frottement dans une gouttiére
DHL. Le point M est abandonnd sans vitesse initiale au point D d’altitude
h; il arrive done en H avec une vitesse d'intensité /2gh. On appelle a le
| rayon de la piste circulaire.

1 - Soit N la réaction de la gouttiére, €erire la relation fondamentale de
la dynamique appliquée au point matériel M dans une position repérée par
Vangle 8 sur la piste circulaire. Projeter cctle relation vectorielle sur les
azes de vecteurs unitaires €. et &p.

D
2 -  Choisir aslucicuse-
ment ['une des deuzr re-
lations oblenues, lintégrer h

pour obtenir [expression

N(9).

3 - En déduire la valeur minimale de h pour que le contact persiste quelque
soit 6.

oy = — q— - — n— N2 — T — — -
Réponses: 1. OM = ae,, Uy = afey, dy — abey — aner, N 4+ mg = mdy
en projection sur €, : —N — mgsinf = —maf® (1)

en projection sur & : —mg cosf = mab (2)
2. relation (2) —gcos 08 = aff, intégration —gsin§ = 5@02 + cte
T 7
avec les conditions initiales (¢ = 0,0 = ——, = +/2gh = af
vec les itions initiales ( 5 v \/29h = abp)
1 . h
—af® = —gsinh + g(— — 1)
2 a
) 2h ‘
on reporte dans (1) N = mg(—3sin0 + — — 2)

a =
¢ 4 . .. T . i I8
3. La réaction N est minimale en § = 2 il faut ¥ > 0= h> E—a.
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Réponses: 1. = ——¢g: 71 = —

On considére le dispositif c‘f-c’ﬂsous‘ les deur masses My(rmq) et My(ma)
sont reliées par un fil souple inertensible ne glissant pas sur la poulie. On
donne me > my et on '“9 '

it un are O’z orienté vers le bas. A Uinstant
l M; déeolle du sol avee une vitesse

la poulic (on admet
Ty = T,) établir les express
des accelemtwno des mas

et JMQ

2 - A guelle date le mourement
s’arréte-1-il ¢

Diéterminer alors la vitesse de chacune des masses.

g — My mo — m1

. g
ma + My ma + My

2. Le mouvement s’arréte lorsque M, touche le sol

! 2hs(my + ma
- \ 7 :”::A‘—_) Y2 = m y 1= \/m

1731

On considére un pendule constitué d’une tige de longueur £ rigide de masse
négligeable.

Elle peut tourner librement sans frottement autour d’un axe A passant par
son extrémilé supérieure O. A Uextrémité inférieure M est fizée une masse
m que 'on suppose ponctuelle.

Par ailleurs ce point M est reli€
a deuxr ressorts identiques (k,{o)
eur mémes accrochés a des points
symétrigues A et B de fagon que
lorsque U'ensemble est en équilibre la
tige OM est selon la direction verti-
cale.




On écarte tres légérement le systéme de cette position d’équilibre. En appli-
quant lc théoréme du moment cinélique au poinl matériel M montrer que

| le mouvement est harmonique, donner Uezpression de la période des petites
oscillations.

2k
ﬁ) # = 0 ,régime sinusoidal
m

Réponses: m{*) = —mgl — 2k6*0; § + (g +

2T

g 4 2k

T:



Force élastique - Equilibre stable ou instable

Soit un reférentlel galiléen R, de repére (Ox, Oy, Oz) de vec-
teurs unitaires i, U E Une perle quasi ponctuelle P, de masse
M, est astreinte & se déplacer sans frottements le long d'un
demi-cercle {C), de rayon a. Le point P est attaché a un ressort
(R) dont I"autre extrémité est fixée en O' (00’ = a).

Le ressort (R) posséde une constante de raideur k et Une lon-
gueur au repos £,. Le point P est repéré par I'angle (Ox, OP) =
{Fig. 24).

1.a) Exprimer O'P en fonction de a et @ dans la base polaire
(u, = -Oa—P, Ug). En déduire I'expression du module O'P

b) Exprimer Ia tension T du ressort en fonction dea, k Cyeto
dans la base (U, ).

Figure 24



2.a) Comment s'exprime la vitesse v de P dans Rgen utilisant ta base de projection (@, ue)- ?
b) On note Fla résultante des forces exercées sur Ia perle P,

de

dt’

En déduire I’énergie potentielle %, (& une constante présj dont dérive la force E

Donner I'expression de F.v en fonction de fet &=

3.a) On suppose les relations suivantes entre les paramétres :
a=2M9 o ¢ ,/é[a_"ﬂ)
k - - k
Quelles sont les pasitions d’équilibre 6, et 8, pour 06 g 7
b) Etudier la stabilité des equilibres obterus.

1.a) Nous avons :0'P=0'0+0P=a +ad,,

avec U,=cos 60,~sin8l,, d'oli: O'P=a(1+cos 0),—asin 8,
Il en résulte : O'P =af(1+cos #12+8in? 612 = 2 a cos g ;

b) La tension T du ressort dirigée suivant PO" s’écrit :

T==k(O'P- Eo) oL P demodule T=k(£-£),
Sachant que &P = 2acos g (cos g"ﬂr—sin gﬁe),
Py OP_ 6~ 0= =_ o o S B . s
il vient : Op=Cosz U -3sin & 5 Ugs gt T= k(Qa cos 3 fo)(co 5 Ur—sin 3 uﬂ).

= _dOP_d - - ---m"
2-3) V—W—a(aur], &:EGUQ i

b) Comme la particule glisse sans frottement le long de (C), la réaction
R est dirigée suivant. la normale PO (Fig. 25).
Le produit scalaire FVa pouUr expression ;

F~-v=.{Mg+T+R).aeug:ae(M?jvEgﬂ-?-ﬁG)

F.i=-Mgasinfé+ka[2acos g—%)sin—gé.
\

L'énergie potentielle %, est définie par :
d8,=-F dé=~F Vdt

dé,=Mgasin 0db-ka [2acesg—€_0) sin.gde
Figure 25

dé,=Mgasin 0 df-ka?sin 6db+k {ya Singdﬂ.
Lintegration conduit & {en notant C la constante d’intégration) :

%p=(~Mga+ka2)cos-6—2k€Uacosg+C.

k
L'expression de ¢, se simplifie :

3.a) On suppose a=2Mg et €.0=J§[ —w——J J_Mg

¢,=Mgacos0-2.3Mga cosg =Mga(cos B—Qﬁcosgj.



A r'équilibre, I'énergie potentreﬂe est extrémale. Les positions d’équilibre sont données par :

Cé? 5% ) 3
'C:js =0 _Mga(—s_in 9+J§singj=Mgasing(—zcos§+ﬁ),

d’oli deux solutions pour @ sur { QJ Sm = =0, 8 =0,

65 J3 62_;;-
At e Tg &=
200

; d
b} La stabilits éventuelle des positions d'équilibre se déauit du signe de —-2

L3y

de2 *
d¢ : .8 d?€, J3,. @
—P2= - X = = ks =1,
o Mga( sin 6+ /ésan], d92 Mga( -C0S 0+ coseJ
: dz%. : .
* Pour 8, =0, —F=Mmga 1+“/—.§.-<0 = équilibre instable.
! de? 7
d2e
* Pour 8, z—g dBap = Mga_[—%+§J=Mga>0 = équilibre stable.



Tunnel terrestre

On démontre que, pour tout point M de masse m, situé a Pintérieur de la Terre, & la distance r du centre C de
la Terre, Pattraction terrestre est une force agissant sur ce point, di_rigée vers le centre de la Terre et de
valeur :

> _ -~ _CM.
f=— mgrD u (R:rayondelaTerre, r=0CM, u,= it
Dornées numériques : R =64 10°m ; gy =10 m-s2,

a) On considére (Fig. 31) un tunnel rectiligne AB, d’axe Hx ne
passant pas par C et traversant la Terre. On note d la distance
CH du tunnel au centre de la Terre.

Un véhicule, assimilé & un point matériel M {masse m}, glisse e
sang frotternent dans le turinel. Ce véhicule part du point A de
la surface terrestre, sans vitesse initiale.
Le peint M étant en mouvement unidirectionnel, son énergie
potentielie de gravitation Eplx) est définie par :

d¥, P dx u,

: - g mgoR '

~ Quelle est 'expression de éﬁp(x) sachant que ‘éip = — au Figure 31

point A ?

= Quelle est sg vitesse maximale v, au cours de son mouvement ?

Caleuler v, sachant que d =5 108 m.

b) Exprimer HM = x en fonction du termps ¢ par une méthode énergétique. Retrouver I'expression de v,
c) Représenter et commenter le graphe de €,{x}), %:p étant Pénergie potentielle de gravitation du point maté-
riel M.

Dégrire |le mouvement du peint M & partir de sa position initiale (en A).

a) L'énergie potentielle €,(x) est définie par (Fig. 31) :

T e Mg - MG
dé,=~fdxu,= - CM-u, dx = —-ﬁ—-gxdx
soit par intégration : €,(x) = 2‘?; X +K {constante K).
mgg R

Sachant que €,(A) = au point A tel que xi = HA? = Rzudz, il vient :

2

_mged” o g T
K= >R , d'oll : Lép(x)— >R

- En I'absence de frottement de glissement, 'énergie mécanique €, = €. + ¢, se conserve au cours du
mouvement :

¢ 1 :- . mg, R
‘qm=§mV2+£p(X)=c5-m(A)=ﬁp(A)z 20 i
2
S0t : Vil P rdty=goR, ou V= go('_fi_f}

La vitesse v est done maximale lorsque x = 0, au point H, soit :




b) Le mouvement rectiligne du point M est caractérisé par
(Fig. 32} :

¥2 = X% = o (F? u%—zj—g—ﬁ? x2,

Par dérivation temporelle, on obtient :

2f§+-'%’x =0

En posant @ = ﬁﬁ‘o (pulsation), la solution Xy s’éctit :
: . Figure 32
X = &, c0os ot + a;sin ot
Les constantes d’Intégration a, et a, se déduisent des conditions initiales :
. X(D)_=m=—,\,'rc?2—d2*—“a1, . )&(0)-:(03.2:0,
dol: ¥ = ~J/R2-d? cos et , mouvement sinusoldal de période

T -2—5:2%[:

¢} B, = 2—%0 (x2+d?) ; la courbe ¥,(x) caractérise une

cuvette parabolique de potentief (Fig. 33).

Le point H correspond & un éguilibre stable d’énergie poten-
tielle minimale :

ke d2

B(0) = 55—
Le point materiel, placé en A sans vitesse initiale, acquiert
une énergie mécanique :

By = By(A) = %mgm.

Suivant le chemin [A, H], de I'énergie potentielle est conver- Figure 33

tie en énergie cinétique. La vifesse du point matériel comme

son énergle cinétigue, est maximale en H o4 €, est minimale.

Entre H et B, de I"énergie cinétique est convertie en énergie potentielle. La vitesse du point matériel étant
nulle en B (point d'arrét), il rebrousse chermnin et parcourt [B, H, A] en sens inverse, ... en I'absence de frotte-
ments. .

On dit que le point matériel se trouve dans un &fat fig,

Ce point matériel décrit le chemin [A, H, B] pendant une demi-période, et retrouve sa position initiale au bout

d'une période T = 2x '\/E .
9o



