2025-26 PCSI C_0la: Sommes, produits, biné6me (Partie A B ) Cours (ELEVE)

1 Sommes Propriété 3 : Carré d’une somme

, o). Ld ?
Définition 1): S_omme . ) . . (Z ak) = Z a;.bj = Zak +2 Z a;a;
k=n

On peut définir les sommes par la relation de récurrence suivante : ,
n<i<p n<i<j<p
p+1 n<j<p

pour p > 1, zak_ap+1+zak
C’est « la somme des carrés plus les doubles produits »

et l'initialisation : (a+b)?=a?+b*+ 2ab
n
Zak:an (@ +b+c)?=a?+b®+ c® + 2ab + 2ac + 2bc

Propriété 4 : Inégalité triangulaire généralisée

Propriété 1 : Linéarité P P
Pour n <p Zak SZ‘ak‘
P k=n k=n
° ar + b ar + b
1;1 k k) Z k Z k Propriété 5 : Télescopage
P
Z/\ak )= A Zak Z(akﬂ—ak):%H—Qn
k=n k=n

. Z C=(p—n+1).C o C est indépendant de Vindice k Propriété 6 : Sommes tronquées (troncature)

p P n—1
doak=) ak—) a

Propriété 2 : Produit et factorisation k—n k=0 k=0

ou encore
P T
-1
() (2n LY

k=n k=q Ak = Z ak + Z ak

k=0 k=0 k=n

p r
= <Z ak> Z b; changement d’indice indispensable !

Changements d’indices

- Z Z ay-b; Deux types de changements possibles : |k =k+¢, kK =-k+c
k=n j=q
ol ¢ est une constante entiére indépendante de l'indice
= Z ag-b; Par exemple: kK =k+1 K =n—-k
n<k<p . .
q<j<r Changements interdits du style : & =2k, ¥ =2k +1...
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Sp=> (n—k+1)3
k=0

Exemple 1 :

Onpose j=n—k+1 < k=n—j+1 bornes:{ k=n j=1

. (n+1)%(n +2)?
> 7

2n
Exemple 2 : 1T, = Z k>
k=n

_ - Jk=2n j=n
Onpose k=j+n < j=k—n bornes.{k:n P20
n
=0
n
=D (7> +2jn+n?
=0
n n n
= j2+2n2j+2n2
=0 j=0  j=0
1)(2 1 1
_n(n+ )6( n+ )+2nn(n2+ )+(n—|—1)n2
1)(2 1
_nn+ )6(7” ) 4 2(n+ 1)n?
1
—n(ng_)[(Qn—i-l)—i—lQn}
~ n(n+1)(14n + 1)
B 6

Veérif :
n(n+1)(l4n+1) 1x2x15
6 B 6
nn+1)(14n+1) 2x3x29
6

pourn=1 S;=144=5 =5

pourn=2 S =44+9+16=29
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k=0 j=n+1

29

2/ 5

Remarque : on peut aussi le faire par troncature
2n
T,=> K
k=n
2n n—1
_ Z k2 . Z k?2
k=0 k=0

2n(2n+1)dn+1) (n—1)(n)(2n —1)
6 - 6
22n+1)4n+1) — (n—1)(2n —1)]

[2(8n® + 6n + 1) — (2n* — 3n + 1)]
[14n2 + 15n + 1] —1 racine évidente : on factorise par n+ 1

[(n+1)(14n + 1)]

3 o3Io3I oS

Permutation des sommes doubles

e Indices indépendants : pas de problémes.

p T T p
DD wk= ) a =) aj

Jj=nk=q n<j<p k=q j=n
q<k<r

n n
e Indices liées, exemple 1 : Z E aj k
J=0 k=j
On remarque que 'indice k (qui arrive dans la deuxiéme somme dépend

de l'indice j de la premiére somme. On ne peut donc pas permuter direc-
tement les deux sommes.

Détaillons la procédure : il s’agit d’abord de réunir les conditions sur les
indices en une seule série d’inégalité, puis de les séparer & nouveau en
commencant par le premier indice que 'ont veut, ici k

S=) > ajx

=0 k=j

§ Etape 1 :
On exprime le parcours des indices sous forme d’inégalités :

j vadeO

"2026 C_ 01 sommes, produits, binome"



2025-26 PCSI

C_0la: Sommes, produits, biné6me (Partie A B )

Cours (ELEVE)

andonc 0<j<n etkvadejandonc j<k<n Don
S= 2. D
0<j<n j<k<n

On regroupe tout sous une seule somme :

S = jg: ajk

0<j<n
j<k<n
§ Etape 2 : il s’agit maintenant de réunir les lignes d’inégalités en une
seule équivalence. Or on a :

{OSan

— 0<j5<k<n

J<k<n

A de stade, il est essentiel de bien vérifier qu’il y a équivalence,
c’est-a-dire que « ca marche dans les deux sesn ». Je peux psser de la
partie gauche & la partie droite et aussi de la partie droite & la partie

gauche.
>

SZZ amk
0<j<k<<n

§ Etape 3 : on va maintenant vers l'inverse, on va « défusionner », en
commengant par Uindice k

Celui ne peut pas dépendre de j (qui ne viendra qu’aprés). Donc
0<k<n
Ensuite, une fois que k est choisi, on aura :

< k<
0<j<k<n <= {O—k—”

0<j<k Dou

0<j<k

Donc

n k
S= D wr= >, D ar=D >

0<k<n 0<k<n 0<j<k k=0 j=0
0<j<k

On peut résumer tout le processus ainsi :

n n n k
E:E:aj,k: E: Ajk = E: ik = E: aj,kZE:E:aj,k

=0 k=3 0<j<n 0<j<k<n 0<k<n k=0 j=0
j<k<n 0<j<k
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n n+1
e Indices liées, exemple 2 : S = E E aj
7=0 k=j+1
n n+1
S=3> @k= Y,
7=0 k=j+1 0<j<n
JH1<k<n+1

Petit probléme ici : on a l'indice j qui apparait sous deux formes j et
J + 1. On va donc transformer la deuxiéme ligne en soustrayant 1 :

SZZ EE: amk

0<j<n
j<k=1<n

On peut maintenant fusionner :

- ¥

0<j<k—1<n

a]7k

Et défusionner en commencant par k

= D au

0<k—1<n
0<j<k—1

= D D ik
1<k<n+10<j<k—1
car 0<k-—-1<n

<= 1<k<n+1

n+1k—1

=22 %k

k=1 j=0

On peut résumer ainsi les calculs :

n n+1
DD DR TE D DENVE D DERUY
7=0 k=j+1 0<j<n 0<j<n
JH1<k<n+1 7<k—1<n
n+1k—1
= E, Ajk = E: ajvk:§:§:aj7k
0<j<k—1<n 0<k—1<n k=1 =0
0<j<k—1

"2026 C_ 01 sommes, produits, binome"



2025-26 PCSI

C_0la: Sommes, produits, biné6me (Partie A B )

Cours (ELEVE)

2 Sommes particuliéres

2.1 suites arithmétiques

Définition 2 : Suite arithmétique
Une suite (uy,) est arithmétique de raison r si et seulement si

VneN, upt1 =up+r
Propriété 7 : Suites arithmétiques
Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r

Alors  V(n,p) € N%, up, = u, +7(p—n)

Propriété 8 : Suites arithmétiques
Une suite (uy,) est une suite arithmétique de raison r si et seulement
s

il existe (a,b) € R? tels que  Vn € Nyu, =a+7n

Somme des termes d’une suite arithmétique :

(nombre de termes) x (moyenne des extrémes)

e (uy,) arithmétique = Zuk =(n—p+ 1)%*'7%
k=p
n n
n(n+1)
k — = —
DN
k=0 k=1

. Zk:(n—p+1)n;p
k=p

2.2 suites géométriques

Définition 3 : Suite géométrique
Une suite (uy,) est géométrique de raison ¢ si et seulement si

Vn €N, uptr1 = q.uy
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Propriété 9 : Suites géométriques

Soit (uy) une suite géométrique de raison g

Alors  V(n,p) € N w, = ¢? ",

Propriété 10 : Suites géométriques

Une suite (u,) est une suite géométrique de raison ¢ si et seulement
si

il existe (a,b) € R? tels que Vn € N,u, = a.q"

Somme des termes d’une suite géométrique (raison g # 1)

nbre termes)

) 1 — raison'
=(premier terme)x _
1 — raison
_ (1°" terme) — (1 " terme qui n’y est pas)
N 1 — raison

4/5

e (u,) géométrique de raison g # 1

. - qn—p+1 Up — Unp+1
> k=t -
I—¢q l—¢q
k=p
Remarque Les deux formules sont & connaitre et sont équivalentes
puisque  upq" P = up 4y
n 1-— qn+1
e S = . Ppour ¢#l
k=0 n+1 pour g=1
_ . n—p+1 p_ ,n+l1
. p 174 _ 4 q our 1
e S = P T ¢ P qF
k=p n—p+1 pour ¢=1
2.3 Autres formules
Zn:kz— nn+1)(2n+1) zn:k3— n?(n+1)2
B 6 - 4
k=1 k=1

Remarque : ces sommes peuvent aussi commencer & 0 car le terme de rang

0 est nul :
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Zk?) _ nQ(n+ 1)2
_f

3 Produits

Définition 4 : Produit

p+1

[T o= [T

pour p > n,
et l'initialisation :
n
H Ak = Qn
k=n
Propriété 11

. ﬁ C =cr

k=n
p

oHakka HakXku
k=n k=n
p

o JJ(har) = """ x H ak
k=n k=n

Propriété 12 : Télescopage

St Vke [[nap“? a # 0
f[ Ak+1 _ Gptl
k=n Ak ln

Propriété 13 : Somme et produit
Si Vke|[n,pl], ar >0

In (H ak> = Z In(ag)
k=n k=n

8 septembre 2025 19:08

On peut définir les sommes par la relation de récurrence suivante :
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4 Factorielle

Définition 5 : Factorielle (par récurrence)
e 0l=1
e VneN, (n+1)!=(n+1)xn!

Hk

Propriété 14 : Deux formules 1nteressantes

On a aussi pourn > 1, n! =

e 2X4x--x(2n)= H2k H H -
k=1 k=1 k=1
2n+1
k
n _ 2 1!
.n.
k=0 I 2%
k=1
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