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C_0la: Sommes, produits, binéme (Partie C )

Cours (ELEVE)

5 Coeflicients binomiaux

Définition 6 : coefficient binomial
n!

n
Pour OSkSTL, <k>_k'(n—k)'

Convention : pour 0<n <k, <Z> =0

Propriété 15

() (n_2)_n(n2—1)

e Symétrie : Pour 0<k < n, ") = K
k n—=k

n nin-—1
< k< = —
e Pour 1<k<n, (k) k(k:—l)

Propriété 16 : Formule de Pascal
Pour 1<k<n

(") ()=
Démonstration
® Symétrie: (nik> T (n- k:)!(nni =k (n —nl!f)!k! - <” ﬁ k>

.n<n—1>_n. (n—1) B n(n —1)
kE\k—1) k (k=D (n—1)—(k—-1))  k(k—1)(n—k)!

e Formule de Pascal :

(k . 1) * (Z) “h— —q!))!(k 0 —nl!c)!k:!
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B n! k n (n—k+1)n!
m—k+1)! (k-1 Mm—k+1)(n—Fk) k!
n! k (n—k+ 1)n!

S n—k+DIE S (n—k+ 1Dk
n! (k4 (n—k+1))

(n—k+1)! K
_oonl(n+1) (n+1)! _(n+1
_(n—k:+1)!k!_((n—l—l)—k:)!k!_( k >

La formule de Pascal permet de construire le triangle éponyme don-

n
nant < )
b

n
0 1
1 1]1
2 1[2]1
3 1[3]3]1
4 1[4[6[4]1
5 1[5]10[10] 5 [1
6 1[6[15][20]15]6[1]

6 Bindtme de Newton

Propriété 17 : Binéme de Newton
Y(a, b) € C?, ¥n € N,

@i =30 (1)t = 3 (o

k=0 k=0

Démonstration ~ Montrons que pour tout n > 0, (a 4+ b)" =

" /n
E akpnFk,
k
k=0
Par récurrence sur n.
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e Initialisation :

Pour n =0
0. /0 0\ o0
(a+b)°=1 et Z <k>akb0k = <O>a b =1
k=0
Pour n =1
L1 1 1
(aer)l =a+b et kzo <k:> abpt—F = <O> a0b1+<1) atb® = b+a

o Hérédité : supposons la propriété vraie & un rang n > 1 donné

Ona (a+b)"= Z <Z> akpnk

k=0
D’ou
(a+b)"t = (a+b).(a+b)"

= (a+b). (g::o (Z) akb”_k>

—a. Zn: <Z> a" bk 4+ b, zn: <:> akprk

k=0 k=0
_ (Z) gkt ipn—k 4 Z (Z) akpnti-k
k=0 k=0

Faisons un changement d’indice dans la premiére somme :
k=n kK=n+1
k=0 K =

n n+1
N\ ktlin—k _ n K pn+1—k
Z<k>a b —Z<k/_1>a b

k=0 k'=1

K=k+1 < k=K -1, bornes:{

Ce qui donne, en remplacant k' par k :

n+1 n
(a+b)"H = Z <k ﬁ 1>akzbn+1—k + Z <Z> akprti-—k

k=1 k=0
On met a part les termes qui « dépassent » pour que les indices parcourent
le méme ensemble :  [[1, n]]
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(a +b)"H! = Y opnt1-0 o k-
0 k—1
k=1
N\ kin+l—k n n+lpn+1—(n+1)
=+ b + b
;(k) <<n+1>—1>“
_ o+l - n kpn+l—k
=0t (k B 1>a b
k=1
+ Z (Z) akprti=k 4 gntl
k=1

On peut maintenant regrouper les deux sommes et utiliser la formule de
Pascal :

n+1l _ pn+l . n n kin+1—k n+1
(a+b) b +;[<k—1>+<k)]ab +a

n+1 . n+1 kin+1—k n+1
=b =+ Z 1 a®b +a
k=1

On constate que,

e pour k =0, <n Z 1)akbn+1—k _ (”;F 1) Opnt1i-0 _ gt

e pour k=n-+1, nl akprtik = (" 1 a" i) — gl
k n+1

On peut donc faire rentrer les deux termes restants dans la somme :

n+1 TL+1
b n+l _ kbn+1fk
(a+b) Z( N >a
k=0
La propriété est donc vraie au rang n + 1
e Conclusion : pour tout n € N, on a bien la formule de Newton
n

n
Z( )a"_kbk s'obtient par changement

La deuxiéme formule f
k=0

d’indice :

(a+b)" = zn: (Z) aFpnk

k=0
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Onpose j=n—k <<= k=n—j Bornes:{j:0 i=n

n
@ror=>(," Jar
=0\
n n ..
= ( ,)an_J b en utilisant la formule de symétrie du
- J
7=0
binéme
(i)
_ anfkbk
k=0 k
CQFD

Propriété 18 : Exemples

()5 (- nero

k=0 k=0
— (n k — (n kqin—k n
. kzzo<k>x kZ::O(k)x (1+x)

7 Identités remarquables

Attention : ces formules n’ont RIEN 3 voir avec le binéme de Newton

e Factorisation par a—0b
Cela ne marche que si 'expression s’annule pour
Exemples : a? —b*> = (a—b)(a+b)
a® — b5 = (a—b)(a* + a3b + a®b? + ab® + b*)

b=a

Cela se généralise de la facon suivante :
atl — "t = (a—b)(a" +a" o4+ a4 b))
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n—1

=(a—0) Z a™kpk

k=0

e Factorisation par a+b

Cela ne marche que si I’expression s’annule pour b= —a

e Pour n=2p pair

Par exemple :

a® — b8 = (a + b)(a® — a*b+ a®b? — a®b3 + ab* — V°)
Ce qui se généralise :

a?? — P = (a +b)(a®~1 — a®72b +

o (_1)ka2p—1—kbk L= b2p—1)
2p—1
=(a—b) Y _(-1)fa®~1"FpF
k=0
e Pour n=2p+1 impair

Par exemple :
a® 4+ b° = (a+ b)(a* — ab + a®b® — ab® + b*)

Ce qui se généralise :
a?P b2t = (a+b)(a?P —a®P o4 - (= 1)Fa?P~Fbk 4 1 1?P)

2p
=(a+b) Z(—l)ka%*kbk
k=0
Remarque :
a® — > est factorisable par a—b etpar a-+b c'est-a-dire par
A=da? B=10V:

ce qui est clair si on pose

a2—b2
2n_an:An_B”:(A—B)<_,,7 ):(az—bQ)(..., )

a
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