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C 05 : Logique, ensembles, applications

Cours

1 Les ensembles

1.1 définitions d’ensembles

Définition d’un ensemble

e par extension :
A=1{1,2,3}

e ou par compréhension :
A={teR, 2 <1}
B={teR, Jx€[-2, 1], t =2z + 3}
C={2x+3, ze[-2, 1]}
D ={z, 2z +3€[-2, 1]}

Donner sous forme d’intervalles les ensembles précédents

1.2 Opérations

Définition 1 : Opérations
e Intersection: ANB={x/xecAetxec B}
AUB={zx /x€ Aoux € B}
AB={x/xzecAetz ¢ B}
A\B est appelé le complémentaire de B dans A

e union :

o différence :

e Si on se place dans un « grand ensemble » ), on peut définir le
complémentaire de A :

A={zecQ/xg AA=0\A
Définition 2 : Ensemble vide

A=0 <<= Vz,z¢A

Vx, (x € A est impossible )

—

Définition 3 : Ensembles disjoints

‘ Deux ensembles A et B sont disjoints si AN B =)

Généralisations
Soit (A;)ier une famille de sous-ensembles de E.

e L’intersection de deux ensembles est I’ensemble des éléments appartenant
A chacun des deux ensembles
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Alors 'intersection des A; est ’ensemble des éléments appartenant a cha-
cun des A; :

IeﬂAl

iel

— Viel, xeA;

e [’union de deux ensembles est 1’ensemble des éléments appartenant &
I'un au moins de ces deux ensembles.
Alors l'union des (A;) est ’ensemble des éléments appartenant & au
moins un des A; :

ZL’GUAl

iel

— diel, ze A

Définition 4 : inclusion, égalité
. ACB < Ve, te A=z €B
— Vee A, x € B

Quand A C B, on dit que A est un sous-ensemble de B ou bien
que A est une partie de B

. A=B < ACB e BCA

1.3 Démonstrations

e ¢ A

Pour démontrer x ¢ A, il peut étre intéressant de supposer que z € A,
et ensuite de montrer que cela est impossible

Montrons que x ¢A
Par ’absurde : supposons x € A

Impossible
Donc z ¢ A

e ACB
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Montrons A C B Définition 7 : Egalité de deux n-uplets
Soit z € A (montrons que z € B ) Soient (a1, ..., ap) € A1 X Ag x --- x Ay et (by, ..., by) € A1 X
- AQ X oo X An
Doux € B
ceey ap) = (b1, oo, by
Donc AC B o ) a:%

e A=1
On montre la double inclusion :

Montrons que A C B
Montrons que B C A

AcC Bet BC A. Donc

A=DB
e A=1
Soitz € A
Impossible
Donc A=90

1.4 Produit (cartésien) d’ensembles

Définition 5 : Produit de 2 ensembles
Soient A et B deux ensembles. On appelle produit cartésien de A
et B et on note A x B 'ensemble des couples (a,b) tels que a € A
etbe B

Ax B={(a,b)/a € Aetbec B}

(z,y) eNXxR <= (zeNetyeR)

Définition 6 : Produit de n ensembles

On définit de la méme fagon le produit de n ensembles Ay, ..., A, :
A1><A2><~-'><An
={(a1, ..., an)/a1 € A1, ag € Aa, ..., a, € A}

(a1, ..., ap) est appelé un n-uplet
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<= a1 =by, ag =by, ...
— Vie Hl, TLH, a; = b;.

Définition 8 : cas du méme ensemble
EXEx---xE (n fois)

Viel[[l, n]], a; € E

On note E™ 1ensemble

(a1,...ap) € " <=

Exemple1: R3*=RxRxR
(a, b, ¢c) ER? <= a€R, bER, c€R

Exemple 2 :
u € R? <= il existe a € R et b € R tels que u = (a,b)

1.5 Ensemble des parties de E

Définition 9
Soit E un ensemble

On note & (FE) l'ensemble des sous-ensembles ( ou parties) de E

Exemple : E = {a, b}
2(E) = {0. {a}, 1}, {a, b}

P(E) est donc un ensemble d’ensembles. 11 contient en particulier E et ()

Curiosité : si E =0 alors Z(F)= 2(0) = {0}

Donc 'ensemble des partie de ’ensemble vide n’est pas vide. Il contient un
unique élément qui est I’ensemble vide.

Il ne faut donc pas confondre ) avec {0}
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2 Applications (ou fonctions)

2.1 Deéfinitions
Définition 10 : Application
Une application f d'un ensemble F dans un ensemble F' fait corres-

pondre & tout élément x de F un unique élément y de F' qu’on note
f(z).
On écrit alors :
f:E—=F
x>y = f(z)
E est appelé 'ensemble de départ de f

F est appelé 'ensemble d’arrivée de f.

y est appelé L’image de x par f
e x est appelé UN antécédent de y par f.

Tout élément de E admet une unique image dans F par f.
Par contre, un élément de F' peut admettre aucun, un seul ou plusieurs
antécédent(s) par f.

Attention :
e f est une application

11 est essentiel de distinguer f et f(z)
e f(x) est 'image de x par f, ¢’est-a-dire un élément de F’

Par exemple f:R — R telleque VreR, f(x)=2z+1

f est une application f(x) est un réel

2.2 Diagramme sagittal
2.3 Egalité de deux applications
Définition 11 : Egalité de deux applications
Deux applications f et g sont égales si et seulement si :
e clles ont méme ensemble de départ
e elles ont méme ensemble d’arrivé

e elles coincident sur leur ensemble de départ E :
Vo € E, f(z)=g(z)
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Exemple :

Soient les applications f, g, h et ¢ suivantes :

f: R—=R g: R* =R h: R—-R" i: Rt - RT
T 22 T 22 T 22 T x?

Aucune de ces applications n’est égale & une autre.

e Tous les éléments de ’ensemble d’arrivée admettent au moins un antécé-
dent ?
pour f,g faux pour h,i vrai

e Tous les éléments de ’ensemble d’arrivée admettent au plus un antécé-
dent ?

f, h faux car, par exemple, 4 a deux antécédents 2 et -2  pour g,7 : vrai

e Tous les éléments de ’ensemble d’arrivée admettent un unique antécé-
dent ?
Ce n’est vrai que pour %
i est une bijection de RT dans R™

j:R™ = Rt 2+ a2

Tout y de R* admet un unique antécédent dans R~ qui est —/y
J est aussi une bijection.

Définition 12 : Bijection
L’application f : F — F est une bijection si et seulement si tout
élément de Pensemble d’arrivée (F') admet un unique antécédent
par f dans l’ensemble de départ (E).

2.4 Composée de deux applications

Définition 13 Composée d’applications

Soit f: E— F et g: F'— G deux applications.
On appelle « composée de f et g» ’application notée
finie par :

gof:E—G, v+ (go f)()

gof dé

glf ()]

"2026 _PCSI C_ 05 Logique, ensembles"



2025-26 PCSI C 05 : Logique, ensembles, applications Cours

Cette derniére écriture n’est pas un simple jeu de déplacement de paren- 2.5 opérations

theéses : Définition 14 : somme et produit

Soient f et g deux applications de E dans R

e x est un élément de F, ) b )
On définit les applications suivantes :

g o f est une application de E dans G

et (go f)(x) est un élément de G e f+g:E=R, zm (f+9)(x) = f(z)+g(x)
e 1 est un élément de F, e fg: E—=R, z— (fg)(x) = f(z).9(z)
f(z) est un élément de F, e Pour (a, b) € R?,
g[f(x)] est un élément de G. a.f+bg:E—=R, z— (a.f +b.g9)(x) =a.f(x)+ b.g(z)

(a.f 4+ b.g est appelée une « combinaison linéaire » de f et g)
Exemple 1 : fRoR z—=224+2 g:RoR, z—a+1

Déterminer fog, gof, fof, gog De nouveau, on a plus qu’un jeu d’écriture :  (f + g)(x) = f(x) + g(x)

gof :R=R, zw (go f)(x)=glf(x)] =glx®’+ax]=22+2+1 e f+g estunesomme de deux applications
feg:R=R, = (fog)(z :f[g(a:]:f[x+1]:($+1)22+(:1c+1) e f(z)+g(x) estlasomme de deux réels.
=x°+3r+2

Exemple 2 : Idem avec f, g:R—=R, f(z)=22+1g(x) =2/2—-1/2

En général, on a donc fog # go f. (On dira que la composée des
applications n’est pas commutative). Par contre :

Propriété 1 : associativité
Soient f: E— F, g: F — G, h: G — H, trois applications.
On a alors : (hog)of=ho(gof)

(La composée des applications est associative.

Démonstration

e (hog)ofetho(gof) sontdeux applications de E dans H  (trivial)

e Soit z € F,

[(hog)o fl(z) = (hog)lf(x)] = hlglf ()]

D’autre part

[ho (g0 f)l(x) = hl(g e f)(@)] = hlg(f(z))]
On a donc bien Vz € E, [(hog)o f](z) =[ho(go f)|(x)

e Conclusion (hog)of=ho(gof)
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