2025-26 MPSI C_06 : Calculs dans C ) Cours

1 Nombres complexes

e Interprétation géométrique : somme, produit par un réel.
Définition 1 : nombre complexe

Un nombre complexe z s’écrit sous forme algébrique 2z =a+b.i

avec (a,b) € R? et i un nombre tel que i = —1 . )
) o 2 Conjugué

a est appelé la partie réelle de z et b sa partie imaginaire;

On note : a = Re(z) et b= Im(z) Définition 3 : Conjugué

e Si Im(z)=0, alors z est réel ‘ V(a, b) €R%, Vz2€C z=a+ib=a—ib

e Si  Re(z) =0, on dit que z est un imaginaire pur et on note

Interprétation géométrique
Propriété 3 : Compatibilité avec les opérations
V(a,b) € R?, V(z,2') € C?

Propriété 1 : Egalité

|21 =20 <= Re(z1) = Re(z2) et Im(z1) = Im(22)
o 2=z a.z+b2 =aZ+b2

Propriété 2 : Parties réelles, imaginaires
V(a, b) € R?, V(z1, 29) € C? o 2.2 =22 Pour zy # 0, (2) S
Re(a.z1 + b.z2) =a.Re(z1) + b.Re(z2)
Im(a.z; + b.22) =a.Im(z1) + b.Im(22)

epourncZ, 2zt =(z)"

Lo Propriété 4 : parties imaginaires, réelles
En particulier p P & ’

z+z z2—Z
Re(z1 + z2) =Re(z1) + Re(22) Re(z) = 5 Im(z) = 9%
Im(z1 4 22) =Im(z1) + Im(22) zeR = z=7%

z€iR <« Z2=—Z

Attention : ca ne marche pas pour le produit complexe :

Re(z122) # Re(z1).Re(22)

Définition 2 : Affixe d’un point, d’un vecteur 3 Module

Soit  z=a+bi wun nombre complexe.
) . ) Définition 4 : Module
e On dit qu’'un point M du plan a pour affixe z §’il a pour coor-

données (a, b) dans un repére orthonormé (0,7, ). On note alors ‘ 2| = Vzz
M(z)

e On dit qu'un vecteur @ a pour affixe s s’il a pour coordonnées(a, b)
dans le méme repére c’est-a-dire : 4 = a.i + b.j
On note ()

Propriété 5
| Pour (a,b) € R2, |a+i.b| = Va2 + b2
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Propriété 6 : Interprétation géométrique
Si M(z), alors |z| = OM
Si @(z) alors |z| = ||d]]

—
Si A(a) et B(b) alors |b—a|] = AB = ||AB||

compatibilité avec les opérations
2| =0

Propriété 7 :
z2=0 <=

_ z
2] = 2] 2.2 = |2].2] i

VneZ, |2 = |z|"
Attention : marche pas bien avec somme et différence

Propriété 8 : Inverse
z

Si z#0 alos —-=_—
z |z

Propriété 9 : Double inégalité triangulaire

[V(2,2) €C? | 2] = |2] | < |2+ 2] < |2] + 2]

Propriété 10 : Cas d’égalité
2+ 2| = [2| + ||

<~ 2=0 ou 2 =az avec a réel positif

Interprétation géométrique

Démonstration

1) Montrons d’abord |z + 2| < |2| + |#/]

§  Procédons par équivalence :
Le deux termes de l'inégalité sont positifs, donc

|2+ 2| < [2] + |7

= |2+ 22 < (2] +4))?
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2) Profitons-en pour déterminer le cas d’égalité :

= AETA) <R+ 2]+ P
= G+ T) < R+ 2]+ P
= 2zt 2+ <2z 4 22||2| + 2
= 22+ 22 < 22|
— 22 422 <27
—  2Re(z?2) < 2|27
<  Re(z?) < |27/|

§ Posons Z=2z2=a+ib aveca,beR
et montrons que  Re(Z) < |Z]
Ona |Z|=vVa2+02>Va2=la et l|a|>a
Dou |Z|>Re(2)
Et donc  Re(zz') < |z2/|

Ce qui prouve l'inégalité
|2+ 2| < |z + ||
D’aprés ce qui précéde :

|2+ 2| = |2 + ||

< |Z|=Re(2)
— Vat+b=Va® et J|a|=a
= 7b =0 e a>0
= z22/=a€RT
e Premier cas : 2/ =0
e Deuxiéme cas : 2’ #0
Alors  zz/ =a
a a.z' a , a
= Z====—= 2 =w.z2 avec o= >
z 2 |2/)? |2/|2

(Remarque : on a raisonné par implication. Il faut donc vérifier la

réciproque :

e Premier cas : 2/ = 0.
alors trivialement |z + 2/| = |z| = |2| + |/
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e Deuxiéme cas: z=a.2’ avec a € RT

Alors
lz+ 2 =]z + | =|(a+ 12| =(a+1)]Z| carl+a>0
=ald|+ Y| = |a |+ ]| car a>0
= |zl +|#']
Dans les deux cas cela marche.
Il reste & montrer I'inégalité de gauche : | |z — |2/| | < |z + 2|
|z| — |2/] et |z + 2’| sont deux réels
Or,pour Ac Ret B>0
Al < B
< max(A4,—-A)<B
~— A<B et —-A<B
Donc
| 2] =12/ | < |2+ /|
= 2| < |z 42| et |[Z]—|z| < |2+ 2|
= 2| < |24+ ] et || <|z+ 2]+ |z
Or
lz| = |(z+2') + (=2)| < |z + 2| +| = 2| (inégalité triangulaire)
S <+ P car |- =2

Cette inégalité est vraie pour tous z,2’ € C
On peut donc échanger z et 2’ :

2] <z + 2+ |2

On a bien obtenu les deux inégalités voulues. CQFD

Nombre complexes de module 1

Définition 5 : ensemble des complexe de module 1

|Onnote U={z€C, |z[=1}

14:28
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e Montrons que

Propriété 11 :Angle

A tout point du cercle U correspond un angle 6, défini modulo 27,
tel que M (cos(0), sin(#))

Propriété 12 : Argument

Tout nombre complexe de U g’écrit 2z = cos(f) + i. sin(6)

ou # est appelé un argument de z et est noté arg(z)
Définition 6 notation exponentielle
Pour tout # € R, on note €' = cos(#) + i.sin(6)

Propriété 13 opérations

e o0 =1 T = 1 ei.7'r/2 =i
o oif — o0 €] =1
° ei(91+92) — ei01ei92 e—i9 -
e19
. ewl . .
e1(91792) . VneZ em@ — [619]71
e192 )

Démonstration Les premiéres propriétés sont triviales

ol ol — oilzty) (1)

e.e = (cosz +isinx)(cosy +isiny) par définition
= coswcosy +isinzcosy) +icoswsiny +i2sinxsiny
= (cosx cosy — sinzsiny) + i(sinx cosy + cos zrsiny)

= cos(z +y) + isin(z + y) = l®+¥)  par définition

e D’aprés cette propriété on a :

elf =10 — i(0-0) — oi0 — 1 o  o—i0 — i (2)
: eild
et i0, 1 i0; ,—i0 ST
°* o = 1ei92 =e%le™ 2 d’apres (2)
e
=¢l®1-02)  Jrapres (1)
e Mq VneZ, " =[elf)"

On commence par le démontrer par récurrence sur sur n € N
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§ Initialisation : pour n = 0, e™® = el = 1 et [e¥]” = [¢]° = 1 Vrai

pour n =0
§ Hérédité : supposons la relation vraie & un rang n € N donné
Ona: " =" (HR)

el(nt+1)f _ (i(n6+6) _ ind,i0 d’apreés (1)
= [el?]"el?  d’apres H.R
= [eig]n+1 La relation est vraie au rang n + 1

§ Conclusion Vn €N, e = [el]" (3)
Il reste & la démontrer pour n < 0 :
SoitneZ .0Ona mn=-p avec pé€N. Donc

elnt — o—ipf —

irf d’apres (2)

1
= oy d’aprés (3) carpeN

= 7 = [

Conclusion :  La relation est vraie pour tout n € Z CQFD

4.1 Formules d’Euler
Propriété 14

eiz + e—iz eiz _ e—i:c

2 o2

cos(z) =

ou encore |
Propriété 15

H cos(z) = Re(e'?) sin(z) = Im(e'?)

Démonstration En effet, e =cosx +isinzx

el + e? el + e~ iT
2 2
. el _ e? el _ iz
Et i =1 1) = = CQFD
sinz = Im(e') 5 5 Q

=  cosx = Re(el?)

Applications :
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n
. Z cos(kx) el 4 eft 1—e i@ et
k=0

e Linéarisation : cos®z.sinx

Solutions

° eia+eib

a+b

On met en facteur « angle moitié ». Ici c’est el 2
Méthode bourrin (mais efficace) :

ia ib
ia b ia+be + e
e +e" =e 2 W
2

e

ia+b ela elb
=e¢ 2 T T e
e 2 e 2

sa+b . sa+b . sa+b
el o (elaflT _i_elb*l?)

= eiaTH)Q cos (anb)

trois premieres étapes.

Remarque : la factorisation peut se faire « & la volée » en sautant les

° ll_e—ia

On met en facteur I’angle moitié, ici —a/2

1 —ei0 = ¢mia/2 (gHa/2 _ o=ia/2) — o=10/2 9§ gin (a/2)

o | C) = Zcos(kx)
k=0

n
On associe la somme des sinus : S, = E sin(kx)
k=0

C,, = Re(op,) avec

on =Ch +1S, = Z cos(kz) + iZsin(kx)
k=0 k=0
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" k - k _ iz —iz\3 ( iz —ix
:Z(cos(kx)+1s1n (kz)) Ze‘ 3'jzz:e”) ~ 16 (e +e7i)" (el* —e77)
k=0 k=0
_ - o C i3 /o .
Somme des termes d’une suite géométrique de raison  el'® ~ 161 ((€)? + 3(e)2(e™*) + 3(e!) (e7*)? 4 (e7)?) (' — &™)
(binéme de Newton)
1 . . . . . .
§ 1°" cas T=1 <= v=2knaveckcZ ~ 16 (€% + 3l + 3e7I7 4 77 (el —e77)
Alors Op = Zn: 1*=n+1 1 e +362KC #3007 e
= = - . .
k=0 161 3¢9 —3e7lr iz
= (C,=Re(op,)=n+1
X . 1 e41:c +2e21x _2e—2ix _e—4ix
§ 2°me cas: e £ 1 < x#£2kwaveck €Z _T&( )
Alors _ L( 4ix —41x + 2( 2ix e—2ia:>)
L 1— (ei.:c)nJrl 1— ei.(n+1)x 16i
on = (el.:ﬂ)k — i — i 1
Pt 1 —et® 1—el® = 16i (2 isin4x + 4i.sin 256)
- (nt)z/2  —i(nt1)z/2 _ i(nt+1)z/2 1 ]
= G e = g(sm 4x + 2sin 2x)
¢ o (ntD) (n+1)
— elnz/2, —2i.sin 5 _ oima/2 B o Vérifications :
—2i.sin § sin 5
Dot e Pour z = 7/4,
ou
(st . cosi(x) sin(a) = (vV2/2)°(v2/2) = 1/4
C,, = Re(op) = sin; Re(el#/2) = sin(z) cos “5* (sindx + 2sin2x)/8 = (sinm + 2sin7/2)/8 = 2/8
2 2
e Pour x =7/3
Remarque : Cette méthode donne aussi, sans autre calcul, la valeur de cos®(x) sin(x) = (1/2)3(V/3/2) = V/3/16
Sn (sindx + 2sin2x)/8 = (sin4n/3 + 2sin27/3)/8
Siz=0 [27] S, =0 = (—V3/2+2V3/2)/8 = (V/3/2)/8
sin (n+21):f Ca a l’air de tenir la route
Siz#0 [27] S, = Sin(2) sin %5E
PN 3 - 4.2 Formule de Moivre
. ’Llnearlsatlon. cos”x.sinx ‘
cosd r.sin T Propriété 16
el? 4 o—iz H (cosf 4 1i.sin )™ = cos(nfd) + i.sin(nh)

2

) (5

14:28

(
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Propriété 19 : opérations

o arg(z1.z2) = arg(z1) + arg(ze) [27]
o arg(1/2) = —ars(z) [27]

o arg(z1/z2) = arg(z1) — arg(z2) [27]

(
(

o arg(z") = n.arg(z) [27]
(=
(

Application : Calcul de  cos(3z), sin(3z) en fonction sinz, cosz
Solution :
cos(3x) + i.sin(3x) = e3i®
= (cosx + isinx)?

= (cosx)? + 3(cosx)?(isinx) + 3(cos z)(isinx)? + (isinz)3

. e arg(z) = —arg(z) 2w
= cos®z +1.3cos rsinz — 3coszsin? x — i.sin> x ) () (2r] )

_ arg(z) [27] si a>0
= cos(3x) = Re(e3) = cos® x — 3coszsinz o arg(a.z) = arg(z)+7m [2n] si a<0

et sin(3z) = Im(e®*?) = 3cos? xsinz — sindz

arg(—z) =7
Définition 8 : forme exponentielle
Tout complexe z # 0 peut s’écrire sous la forme exponentielle :

5 Argument z=rel o r=|z et 60=arg(z) [27]

Propriété 17 Propriété 20 : Egalité par module et argument
Soient z1, zo deux complexes non nuls

21 = 29 < |Zl| - |Z2’
arg(z1) = arg(z2) [27]

H Soit z € C*. alors  z/|z| € U

En effet, “;‘ = z: =1

Définition 7 : Argument
Soit z # 0, il existe # € R, 2z = |z[e? 6 Exponentielle complexe

0 est appelé un argument de z et on note 6 =arg(z) [27]

Définition 10 : Exponentielle complexe
Pour (a,b) € R?, e 110 = %! = ¢%( cos(b) + i.sin(b))

ou encore : Pour z € C,

Attention : un argument est toujours défini modulo 27

Propriété 18 : Valeurs particuliéres e* = eRe(x)elIm(z) — eRe(z)(cos(Im(z)) + 1. sin(Im(z)))

a) arg(z) =0 [2n] <=  zréel positif
Remarque : pour en arriver la, on a procédé par étapes successives :

b) arg(z)=7m [21] <= zréel négatif
c) arg(z)=7 |[n] <=z réel (positif ou négatif) e La fonction exponentielle est déja connue sur R
d) z imaginaire pur <=  arg(z) = g [7] e Sur iR, on a défini e

e Enfin, on définit maintenant ’exponentielle sur C tout entier
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ez+z’ _ ezez’ e % — l ez—z/ _ eZ, eh? — (ez)n7 nez
eZ eZ
e =e* |e?| = efte(®) arg(e®) =Im(z) [27]

Démonstration Par exemple : pour z = a +1i.b avec a,b € R?

€% = eatib — g plb — ot pib — 0 g=1b — ga—ib _ o2

Propriété 23 : Egalité
kel

— ' —z=12knr avec

Re(z) = Re(2')
= { Im(z) = Im(z') [27]

Démonstration
e — ez’
le*] = [e*| et arg(e®) = arg(e”) + 2k
ele(?) = eRe(2) ot Im(2') = Im(z) + 2kn
Re(z) = Re(?/)
Im(z) =Im(z") [27]
2 =z+1.2kr  avec

11t

keZ

Propriété 24 : Equation e*=a, a € C

L’équation e*=a d’inconnue z € C
e Sia=0,
e Sia#0,

z = In(|a|) + i(arg(a) + 2km)

n’admet pas de solution
admet une infinité de solutions de la forme

avec k € Z

Démonstration
o |e*| =ef*(*) >0 Donc
e Pour a € C*

e =a

e® = 0 est impossible

< |e*| =la| et arg(e®)=arg(a)+ 2km
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— G =g et Im(z)=arg(a)+ 2kn
Re(z) = In|al
{ Im(z) = arg(a) [27]
<— z=In(|a]) +i(arg(a) + 2knw) avec k € Z

7 Second degré

7.1 Equation du second degré

Propriété 25 : Solutions des équations du second degré

Soit 'équation  Q(z) = az? +bz+c=0 d’inconnue z € C

avec a € C*, (b, c) € C?
On note A =0b%>—4ac= 062 le discriminant de cette équation
—b
e Si A =0, l’équation posséde une racine double zg= %
a

et Q(z) =a(z — 2)?

e Si A #0, l'équation admet deux racines distinctes
—b+4 —b—9
21 = 2o =
! 2a 2 2a

Et Q(z)=a(z—2z1)(z — 22)

Démonstration

On met le polynéme sous forme canonique :
Q(z) =az? +bz +c
el
=a (2 + -2+
a a
. . , b
On veut faire apparaitre le début d'un carré : z+ %
a
b c
2
= 9 -
Q(z)=a [z + 2az+ a]

P
=a |z — 24— — — 4 =
2a 40?2 4a?  «a
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—b+0 —b—
avec z1 = + et 29 = qui sont les deux racines de @
2a 2a
Dans le cas on A =0,
—b
les deux racines sont égales a o= 5 et Q(z) =
a
a(z — 2)? CQFD

Propriété 26 : Produit et somme des racines

Si 21 et 29 sont les racines du polynomes Q(z) = az? + bz +c =0
(avec z1 = z9 dans le cas de la racine double),

c
alors P =229 = —, S=z14+20=—
a a

Démonstration
On revient a la forme factorisée :
Q(z)=alz —21)(z — 22) = a(2® — 212 — 222 + 2120)
=az? —a(z1 + 22)z + az120
Q(z)=az’>+bz+c

Ona —a(z14+22)=0>b et

Par identification avec

az1z2 = ¢ Ce qui donne les formules voulues.
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Propriété 27 : Solutions des sommes et produits
Z1R9 = P

z21+20=2>5
22 —s2+p=0

Les solutions du systéme { sont les couples (z1, z2)

solutions de ’équation

Démonstration
(21, z2) sont les solutions de 'équation (z — 21)(z — 22) =0

avec (z—z1)(z—2) =22~ (z1+2)2+ 2120 =22 —52+p

Donc (21, 22) sont les solutions de I'équation 22 —s.z +p =0

7.2 Racines carrées d’un complexe

Soit z=a+1ib Oncherche §=zx+1iy telque 6=z

— a+ib=(2?—9%) +i2xy

2 —y2=aq (1)
— {2xy:yb (2)

De plus : 2?2+ y? =z =Va2 + b2 (3)

En faisant (1) + (3) on obtient 22 et donc les deux valeurs opposées de .
Pour chacune de ces deux solutions , on obtient y en utilisant 1’équation
(2). Cela donne les solutions d§; et d9 = —01

Exemples : Trouver les racines carrées de 241 puisde 1—3i

Cherchons 2 =2+i
=  (r+iy)?=2+i <= 22—y +i2oy=2+i

2 —yt=2 (1)
— { zf»y:1 (2)

2 =10 =

0=x+1iy tel que

D’autre part (r +iy)?=2+i = |z+iy>=]2+i
— 22+y2=V5 (3)

(1)1 (3)= 227 = 2 4 /B o> g2 = 2T 2V5

4
Lo tVAE2VE VA 2VE
N 2 N 2
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3)-(1) = 2=V6-2=y"=
+v2v5—4 —V/2V5 — 4
iy:fouy:f

Enfin, (2) =

2v/5 — 4
4

2zy=1 = zy>0

Donc les seules solutions possibles sont :

_FVAH2VE L 4V2VE -4
B 2

01 5

et 0= —0

8 Racines némes

Définition 11 : Racines ni¢mes
Soient n € N* et Z € C*

=7

2" =1

z est une racine n®™e de Z si et seulement si
z est une racine n®™€ de 'unité si et seulement si

On notera U, Densemble des racines n®™ de l'unité

Propriété 28 : Racines n*™es de 1’unité
L’équation 2™ =1 admet n solutions distinctes dans C qui sont

de la forme

s 2km

zp=¢e"n avec ke{0,1,....,n—1} (ouke{l,...,n})
s 2km

Onadonc U, ={e"n /ke[0,n—1]]}

Démonstration

o 2% = 1]
T L ang(z) =arg(1) [27]

D’une part,
2" =11 =

|2|*=1 <= |2|]=1 caron est dans R*

D’autre part
arg(z") = arg(1) [27]
< narg(z) =0+ 2kn

2k
= argz:—w avec k € Z
n
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Donc

2" =1

2| =1
<= 2k
argz = —
n
2km

— z=2z, avec zz=¢€n, kel

Enfin, pour k£ = n, on retrouve  z, = 2g

II suffit donc de prendre les valeurs de k dans[[0;n — 1]], ce qui donne bien
n racines distinctes.

Propriété 29

Les racines de 'unité s’écrivent aussi

2z = (W)F avec w= i = 2

Propriété 30 : Racine ni®™es de 2
Soit Z = Rel £0 (avec R > 0)

Alors l'équation 2" = Z admet n solutions distinctes qui
s’écrivent
s 042k
2 = RY/™ ¢l o avec ke {0,1, ...,n—1}

_ Rl/n eie/nwk: avec  w — ei27r/n

Démonstration 2" = Rel? = Z

. [l"=1z
arg(z") = arg(Z) [2m]
D’une part,
12" = Z] <~ |z| = YR = RY™ car on
est dans RT

|z|" =R <=

D’autre part
arg(z") = arg(Z)  [2n]
< narg(z) =0+ 2knr
0 + 2km

— argz = avec k € Z
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Donc <— u=kvaveckeR"
#=1 = PR = 2o o a2 =0 [n]
‘Z| — Rl/n Zu Zu Zu ”
= 0+ 2k
arg z = +2hm e Alignement : Pour A, B, C distincts,
— —
= =2 avee A, B, C alignés <=  AB, AC colinéaires
2 = RV ke — o
z(AC) 2C — ZA 20 — ZA
— Rl/n ei0/n Wk avee w= ei271'/n
e perpendicularité :
9 Géométrie ulv = (4,v)= g [1] <= arg S /2 [r]
2y
9.1 Interprétations géométriques e iR e % R
— Zu Zu 2y
e 2(AB) =z — za
—
* [zm| = OM = [[OM]||
—
e |z —z4| = AB = ||AB||
o arg(z) = (0. @) [27]
o (@,0) =, 0) — (7, @) = arg(z,) — arg(z,) = arg > [2n]
z

u

—
— — z2(AC) 20—z
* (4B, AC) = arg (m) = arg (ZZ_Z;‘> 2]

9.2 propriétés géométriques (non exhaustives)

Cercle de centre A(z4) et rayon r > 0 :
M(z) e C(A,r)

|z —z4| =7

— AM=r

2

g — (z—za)(z—za) =7

Pour u #0, v #0

u, v colinéaires

Colinéarité :
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