2025-26 PCSI FE 06¢ (Complexes)

FE 06¢c (Complexes) (11/10/2025) Enoncé

Définition 1 : Racines ni¢mes
Soient n € N* et Z € C*
z est une racine n®™¢ de Z si et seulement si 2" = Z
z est une racine n®™¢ de 1'unité si et seulement si 2™ = 1
On notera U,, ensemble des racines n®™ de I'unité

Exercice 1 (Racines de 'unité)

1) Soit z une racine 3*®¢ de 'unité.
a) Déterminer |z|
b) Déterminer les différents arguments possibles de z
Combien y-a-til de valeurs distinctes de 2 7
c¢) Ecrire ces différentes solutions sous forme exponentielle

2) Soit z une racine n®™¢ de 'unite.

a) Déterminer les différents arguments possibles de z
Combien y-a-til de valeurs distinctes de z 7

b) Ecrire ces différentes solutions sous forme exponentielle

k

¢) Montrer qu’on peut écrire ces solutions zj sous la forme zp = w

en déterminant w sous forme exponentielle.

3) Application : Déterminez les formes exponentielles et les formes algé-
briques de racines n®™¢ de I'unité pour n =2, n=3, n=4, n=26
Dans chaque cas, représenter ces racines dans le plan

Exercice 2  (Racines n®™e)
1) Soit Z = Re'’ avec R > 0.

a) Déterminer les racines n®™® de Z sous la forme
Combien de racines distinctes ?

5 = pela

b) Ecrire ces différentes racines en utilisant les racines n®™¢ de 1'unité
2) Applications

—72 + 72V/3i.

: . 1+i
b) Calculer les racines cubiques de —— et les mettre sous forme

V2

a) Calculer les racines 4i¢mes de

algébrique.
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Exercice 3 (Racines de I'unité)

Calculer S, = Z z et P,= H z

ZEUn ZEUn

la somme et le produit des racines n®™® de l'unité

Exercice 4
Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants :

a. 21 =—1+ 2iV6. b. 29 = —15+ 8i.

Exercice 5

Résoudre dans C le systéme : { Ty =141

zy=2—1i
Exercice 6  Résoudre dans C les équations suivantes :
a. 20-22342=0. b. 22+ (3+3i)z—12+i=0.

c. (z4+15427(z-1)%=0 d) (z+1)"=(z—1)" avecn e N*

Exercice 7

Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle :
a=-3 b= _2€i7r/5 c= e2i7r/5 + e*iﬂ'/f) d=1— ei7'r/4 f =1+ e7i7r/6

Exercice 8

1) Soient z; et z3 deux nombres complexes qui vérifient |z —a] <2 et
|zo—a| <3 ou a= —2+i. Faire un dessin représentant la situation.
Montrer que |21 — 22| <5

2) Soient z; et zz deux nombres complexes qui vérifient |23 —a| < 2
et |z—b <3 ot a=-2+4+1i b= -2+ 2i. Faire un dessin
représentant la situation. Montrer que |21 — 22| < 6

Exercice 9
Déterminer l'ensemble des z € C qui vérifient |z — 1| = |z — i :

1) par un raisonnement purement géométrique ;
2) par un raisonnement purement algébrique.

3) Vérifier qu’on obtient bien le méme résultat !
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