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Exercice 1

z—1
z+1

Pour tout complexe z # —i, on pose

fz) =

a) |Calculer |f(z)]> en fonction de z et z

2z 4+iz—iz+1
2z —iz4iz+1

PP = f(2) Flo) = 2t 2400

z4+1 L —i

b) | Montrer que pour tout z € C\{—i}
lf(2)] <1 <= Im(z) >0

If(z)] <1
|f(2)]?2 <1 car tout est positif
Z%‘Fi.Z*iE‘Fl <1
zz—iz+iz+1
zz+iz—iz4+1<zz—iz4iz4+1 carzz—iz+iz+1=]z+i>>0
2.z —2iz < 0
2i.(z—2) <0
21.(2i.Im(z) < 0
—4.Im(z) <0
Im(z) >0 CQFD

frreer 11

Exercice 2

o I¢*cas:y=1

Alors d’apres ’égalité précédente < < <(en remplagant y par 1 :> > > >

y=f(z) <<= Ox=-14+7 <= 0=6 Impossible
Donc y =1 n’admet pas d’antécédent par f dans Dy
o 2°%mecag:y £ 1
—y+7

Alors y= f(z = =0

) 3y—1)
Donc y # 1 admet un unique antécédent x
Vérifions que celui-ci appartient bien & Dy =R\{-1/3}

-y+7 -1
0 — = =
Yo3w-1 3

— 3y+21l=-3y+3 <=

Donc z# —-1/3 dou ze€R\{-1/3} Ce qu’on désirait

3(—y+7)=—-1x3(y—1) car3(y—1)#0

21 =3 Ce qui est impossible

En déduire ’ensemble E pour lequel f est bijective et donner alors sa bijection

réciproque f~! (Ensemble de départ, ensemble d’arrivée et f~!(z)

3z +7
3z +1
Déterminer, suivant les valeurs de y € R, si y admet un ou des antécédents dans

R\{-1/3}

Soit f:R\{-1/3} = E, 2+

Soit y € R
y a pour antécédent
y=f(x)

3z +7
y:

3z+1
yBx+1)=3x+7 car3z+1%#0pour z # —1/3

3ry+y=3x+7
zy —3x=—-y+7
3y—Nex=—-y+7

z e R\{-1/3}

rrrtr o
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D’apreés ce qui précéde,

- 7
tout élément y € R\{1} admet un unique antécédent = = 3(y7+1) e R\{-1/3}
y—

Donc, par définition, f réalise une bijection de R\{—1/3} dans FE =R\{1}
Sa réciproque f~! est une bijection de R\{1} dans R\{-1/3}
_ -y+7
telle que, pour tout y € R\{1}, f~'(y) = —2>——
W1 170 = 3
; -1 1 —x+7
Autrement dit : | f~!: R\{1} - R\{-1/3}, z+— f~'(z) = 3@-1)
Exercice 3
z+1
Dans R, on pose f(z)=+v3—2 et g(x)= 5
T

Déterminer les domaines de définition de f, g, fog, fo f et calculer ces fonctions.

e D;: f(z)existe <= 3-2>0 <<= x<3 Dj=]—o00;3]
o Dy: f(x)existe <= 2-2>0 D,=R\{2}
(fog)(z) = f(g(x)) existe <= x € Dyetg(z)e Dy

§ z€Dy <= x#2

® Dyog:
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g g(x) € Dy Exercice 4 Complexes
= g(r) <3 1) ‘ Calculer sous forme algébrique le nombre complexe : A = (2 — 3i)®
— r +; <3 En utilisant le triangle de Pascal :
T —
1
1
= I _3<9 11
-2 1]2] 1
- (x+1)—3(x—2) <0 T3 3 T D’apreés le bindme de Newton, on obtient :
T =2 B 1476 |41
-4x+7§0 1[5]10[10]5]1]
e . . A=(2-3i)
On obtient le tableau de signes suivant :
— = 1.(2)5.(-31)°
x 00 2 7/2 +o0 f 2
— _ +5.(2)*.(-31)
20 +7 + | 0 + 3 a2
+5.(2)L.(=3i)*
Donc €] — 00;2]U]7/2; +00] +1.(2)%.(=3i)°
§  Conclusion : Doy =] — 00;2]U]7/2; 400 Calcul des puissance :

Pour z € Dyog,

(fog)(x) = VB = f3- 25
précédent.
e Djop: (fof)(@) = f(f(2)) existe <

§ x€Dy — <3

§ f(z) € Dy
— f(x) <3
= V3-2<3
<— 3—x<9 car car tout est positif
<= —-6<ux

§  Conclusion : on adonc =z >3et x> —6
Dyoy = [-6;3]

Pour z € [-6;3], (fo f)(z) = f(f(z)) =V3—z=
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\/2x—7
N x—2

x € Dy et f(xz) € Dy

3—V3—=x

d’aprés le calcul

(=3i)! = —3i

(3% =

(=3i)% = —9 x (-3i) = 27i
(—3i)* = 27i x (—3i) = 81
(—3i)° = 81 x (=3i) =
On remplace :

A=1321
+5.16.(—31)
+10.8.(=9)
+10.4.(27i)
+5.2.(81)

+ 1.1.(—243i)

= (32 - 10.8.9 +5.2.81) +

=122 4+1.597

2/ 8

—243i

i( —5.16.3 + 10.4.27 — 243)

= (32 — 720 4 810) +i( — 240 + 1080 — 243)
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2) | Mettre sous forme exponentielle B = (v/3 — )7
En déduire I’écriture algébrique de B
3 -1 .
z=vV3-i=2 <\2[ + i2> = 2(cos(—7/6) + i.sin(—7/6)) = 2e17/6
D’ou

B=.— (2€7i7r/6)7 — 9Te—iTT/6 _ 9T¢i5m/6

V3

2

1
2

=27 (cos(57/6) + isin(57/6)) = 27 < + i) = —206y/3 +i.26

3) ’Linéariser I’expression suivante :  C = sin®(2x) cos(z) (Méthode standard)

C = sin®(2x) cos(x)
eQix _ e—Qia; 3 ei:L' + e—i:L‘
2i 2

)

(eZim):S +3(e2im)2(_e—2im) +3(e2ix)(_e—2ix)2 + (_e—Qix)B

(

2333

2
B ei‘G:L’ _ 3ei.2z + 3efi.21 o efi.(iz ei.a: 4 e—i,z
B —8i 2
1 ei.?w _3ei.3w _’_3efi.:v _efi.f):r
— “16i +ei,5;1; _3ei.x _~_3efi.3:c _efi"?;c
1 ei/?:r: +ei.5:1: 73ei.3:1: 736i‘1
= 16 43e—iw | ge—idr  _g-ibr  _—iTz
-1 (ei.’?z _ e—i.7z) 4 (ei.5x _ e—i.5x)
161 —3(el3e — o~i32) _ g(ele _ g—ia)
= i (21.5in(72) + 20 sin(52) — 3.2isin(37) — 3.2i. sin 2)
1
=3 (—sin(7z) — sin(5z) + 3sin(3z) + 3sinz)
Vérification : Par exemple, pour z = 7/3
3
3 1 3v3 1 3V3
sin®(2z) cos(x) = sin®(27/3) cos(7/3) = ({) 3= 7\! 5= 71\6[
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)

3/8

D’autre part :

% (—sin(7z) — sin(5z) + 3sin(3x) + 3sinx)
= é (—sin(7m/3) — sin(57/3) + 3sin(37/3) + 3sin7/3)
= é (—sin(m/3) — sin(—mn/3) + 3sin(rw) + 3sin7/3)

1 V3 -3 V3) 3v3
=3 (‘2 B 2*3-“32) =16

Cela semble marcher

Exercice 5

n

n+1 22n—(n+1)
n+1

1
1) a) |Calculer D, = Z (n—]: )22"k pour n >0
k=0
n n+1
D, =% ("Z 1) Pk = 3 (” N 1)22n—k _
k=0 k=0
n+1
— 22n (n + 1) 2—k 2%—1
k=0 k
n+1
n+1 )
— 227}, 1/2 k.1n+1_k _ 2n—1
> (" s
1 n+1 n+1
— 227’7, (2 4 1) _ 277,71 — 2277, (2) _ 277,71
3n+1
— 22n 2n+1 _ 2n—1 _ 271,—1.377,4-1 _ 2n—1

b) ’Vériﬁer la formule obtenue pour n = 2

Pour n =2
D’une part :
Dy 22: (2;1)24_k _ (231)24_0 N (211
k=0
=124432°4+322=16+38+34=16+
D’autre part

Ca marche

241
)24—1+< ‘; )24—2

24412 =52

gn-lgntl _on=1 9133 21 =227 -2=52
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Soient A, B, C' 3 ensembles inclus dans un ensemble 2. Montrer que

Donc z€ A

[(ANB)UC=AN(BUC)] <= [CCA4

= Montrons :

[(ANB)UC=AN(BUC)] = [CCA

Supposons :  [(ANB)UC =AN(BUC)]
(et montrons alors [C' C A])
Soit z € C.
= xze€Couzxe(ANB)

= ze(AnB)UC
Or (ANB)UC=ANn(BUCQC)
Donc z€ AN(BUCQC)
= xz€Aetxzen(BUC)
= 1z € A a fortiori
On a donc bien C C A
On a donc montré 'implication
Montrons : [C C A] = [(ANB)UC=AnN(BUC)
Supposons [C' C A]
(Montrons [(ANB)UC = AN (BUC(C)] par double inclusion)

C Montrons: [(ANB)UC C AN (BUCQ)]
Soit x € (ANB)UC

= x€ANBouzel
r€ANB

= xcAetzxecB

§ 1°cas:

reéB = xe€eBouxe(l
= xzeBUC
Or zc A

= ANn(BUC)

§ 2®mecas:xe(C
= x€Bouzel
= zeBuCl

Or ze€C et C C Aparhypothése
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(Montrons que x € AN (BUC)

)

4/ 8

Dou wxc€Aetxe BUC
= An(BUQO)

§ danstouslescas x€ AN(BUCQC)
On a donc bien [([ANB)UC Cc AN (BUCQC)]

O Montrons: [AN(BUC) C [(ANB)UC]
Soit z € [AN(BUC)]
= w€AetzxeBUC

re BUC =

Montrons que

xre€Bouxel
Distinguons deux cas : x € C ou z € B
§ lercas:ze(C

= z€(ANB)ouzxeC

= z€(ANB)UC
§ 2émecas:z € B

Or z€A donc z€ANB

= z€ANBouzel

= z€(AnB)UC
§ Danslesdeuxcas: ze€(ANB)UC

On a donc montré :

Ayant la double inclusion, on a bien :
[AN(BUC)|=[(ANB)UC]

zeAN(BUC) )

[AN(BUC)| C (ANB)UC]
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) n Exercice 6
3) |Soit x € R\{2km, k € Z}  Calculer S, = Z sin(kx) ’ Résoudre les équations et inéquations suivantes :
k=0
(On donnera le résultat sous la forme factorisée la plus simple possible et n’uti- 1) ’ DansR: 2x+14+2x2—-8>0
lisant que des fonctions réelles)
)4 . o . . -1
N n n e L’équation est définie ssi 2z + lexiste < 22+1>0 < z > -
Sp(x) = Zsin(km) = Zlm(ei'm) =TIm <Z e““”) = Im(oy,) -
k=0 k=0 k=0 Donc | D =[5, 400
no. LI e V2r+1+2—-8>0 <= V2xr+1>-2+8
Avec o, = Ze“’” = Z(e”ﬂ)]c
—o =0 Avec —x2+8>0 <«— x<8
Somme des termes d’une suite géométrique de raison  el” o lercas:x € ]8, +oof
Or z # 27k avec k € Z Donc ei‘z#l —x+8<0 et V2r+1>0
D’oul Donc 20+ 1> —x + 8 est vraie
n
Op = Z(ei'x)k S = [8, +OO[
k=0 e 2mecas:z € [F£,8] Alors —2+8>0
_ (plzyn+1
- % Tout est positif donc
1— ei-z
| oh(ntDe (F) <= +V2z+1>-2+8
= T e = 2z+1>(—z+8)?
ol-(n+l)a/2  o—i(ntl)z/2 _ Gi(nt+1)z/2 = 2x+1>2?—-16x+64
= a2z olw/2 _ glx/2 = 0>z%>— 18z +63
_ oina/2 —2i.sin((n +1)3) A=(—18)2—4x63=(9%x2)2—4x63=4(92—63) =22 x 18 =2 x 62
—2i.sin £
2 18 — 6v2
imajz SI((n+1)E) =g =932 m=943v2
=et s ¢
s g (Vérif : 2109 =92 —322=81-18 =63 =« — »)
D’ou a
: z Donc (E) < x E]Zl' xz[
sin((n+1)% . ’
Sy =1Im(o,) = 7(( = )2)Im(e""z/2)
sin

2 Or on est dans le cas £ < 8

S 1)Z . . .
= sm((n(t)b) sin(n%) Voyons si les racines sont dans ce domaine
Sin( 5

2 V2>1 = —6V2<-6 = 21=9-6V/2<3
D’autre part x5 =9+ 6v2>8
Donc | Ss =|x1; 8]

e Conclusion : |S =8, USy =]x; ; +00[=]9—3v2; +oo [
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2) ’Dans R: cos3z =sinz

cos3xr =sinz

<=  cos3z = cos(§ — )
— 3dr=5-x+2kr ou 3r=-5+x+2kn
— 4dr=35+2kn ou 2x=-35+2kn
= z== km ou x=-"+knm
8 2 4
sz{ﬂﬂm, Ttk k:eZ}
8 2 4

(E)

solutions de (E)

1
3) | Soit I’équation  2cosx +sinx = 5

Déterminer les couples  (cosz, sinx)

1

(F) = 2cosm+sinx:§
: 1
2cosx +sinx = —
— 2
{ cos?x +sinz =1
2X—i—Y:1 {X:cosx
= 2 en posant .
X24y2="] Y =sinz
1 1-4X
= Y=--2X=
2 2
X24+Y?2=1
1-4x\2
= X ( ):1
2
= 4X?+(1-4X)*=4
— 4X?+1-8X+16X2=4
= 20X2-8X-3=0
A=(-2x4)2—-4x20x(-3) =4x42+4x60=4xT6=4x4x19=4%2x19
8+4v19  2+19 2 —+/19
X, = = Xog= ———
2 x 20 10 10
2+V19)(2—-+v19-1 4—-19 -15 -3
Vérif:Xngz( + )( \/> ): = = — =« — »
102 25 100 20 a
4 8 —b
X X:7:7:7
B T R
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6/ 8

Or Y=;-2X
1 _2+V19 5 4+42/19 1-2/19
= Yi=--2-1Y"_° _ —
2 10 10 10 10
v _ L 22—@_5 4-2V19  1+2V19
T2 10 10 10 10
Conclusion les deux couples solutions (cosz, sinx) sont :
24+v19 1-2V/19\ [(2-v19 1+2V19
0 10 ’ 0 7 10
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Exercice 7 _ 2 1 1 vI9
1 5 2v5 5 2v/5
Soit I’équation  2cosz +sinz = = (E) Ve 25 V5 2V5
2 2—+/19
Déterminer les couples (cosz, sinz) solutions de (E) BT
sinz = sin(¢ + «)
1) ’ lére méthode : =sin¢cosa + cos @sina
1 \/
(E) <= 2cosz+sinz=— :LL_Flﬁ
2 V5 2v6 VB 2V5
2 1 1
<= V5| —=cosz + —=sinz) | = = 14219
<\/S V5 )> 2 =
2 1 1
< —_sinz = 2-19)2  (1+2V19)?
(2:) \/f cosT -+ NG s 25 (Veérif : cos® z + sin? z = ( T 9) ( +102 9)
Or (—=)2+(—=)=1 (4419 —-4v19) + (1 +4 x 19 + 4v/19)
V5 V5 B 100
o 2 . 1
Donc il existe ¢ tel que cos¢ = ﬁ sin ¢ = % _ 23 +1(1)0+ 76 =1 Ca roule ma poule
Daut " ( 1 )2 1<1 e 20mecas:x=¢—«
autre part : — ] ==
’ 2v5 20 cos:r—Cos¢cosa—&—singzbsincu—u
Donc il existe o € R tel que N N 10
1 19 19 . . . 1-2v19
cosao= —— et sina=+v1—cos2a =4/ — = —— sin x = sin ¢ cos @ — cos ¢ sin « =
2V5 20 25 10
Remarque importante : on a CHOISI de prendre  sina = +v1 — cos® . e Conclusion : on a deux solutions : (cosz,sinz) = 2 710 197 - Jr120 19)
On aurait pu choisir  sina = —v/1 — cos? )
) s 24+v19 1-2v1
Dot ou (cosz,sinz) = ( +10 9, 10 9>
(E) <= cos¢cosz +singsina = cosa
— COS(LL' — ¢) = CcOoS & 2) ’ 2éme méthode :
1
— z—-¢=a [2r1] ou zT—-¢=-a [27] (E) = 2005m+sinx:§
< z=¢+a 2] ou Tz=¢—a [27] 1
2cosx +sinx = -
— ) o 2
Donc on a deux solutions : cos™x +sin"x =1
— 2X+Y = 1 ¢ X =cosz
e lercas: rz=0¢+« X2 4 y? :21 en posan Y =sinz
cosx = cos(@ +
@ = cos(@+a) 1 14X
= cos ¢ cosa — sin ¢ sin a = Y:§*2X: 5
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X24+V7%2=1

1-4Xx)\?2
X2+< 5 >—1

—
— AX?+(1-4X)* =4
—
=

4X24+1-8X +16X% =4
20X%2-8X -3=0
A=(-2x4)2-4x20%x(-3) =4x4?2+4x60=4xT6=4x4x19=4%2x19

8+4v19 2419 2 —4/19
X, = = Xy =2 VY77
2 x 20 10 10
2+vV19)(2—-v19-1) 4-1 -1 -
Verif: X,x, = CIVIO@-VIO-1) 4-19 -15_3_ c_
102 25 100 20 a
4 8 —b
X X:—:—:i
1T =007 .
Or Y:1—2X
2
1 24419 5 44219 1-2V19
= Yy=--22"Y"_ " _ —
2 10 10 10 10
oo L 52195 4-2V19 14219
279 10 10 0 10

Conclusion les deux couples solutions (cosz, sinx) sont :

<2+\/E 1—2@),(2—@ 1+2\/E>
10 ’

10 10 10
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