2025-26 PCSI

Ch 08 : limites, équivalents )

Cours

1 Rappels

Propriété 1 : fonction puissance

b

La notation a” a un sens (existe) dans les deux cas suivants :

e ou bien a > 0 réel et b € R quelconque

b blna

et danscecas: a’=-¢e

e ou bien a € R quelconque et b € Z entier

Dans le premier cas :
Dans le deuxiéme cas :

et (-3,2)72=

(27 7)3,4 — e3,41n(2,7)
(_372)3 = (_3’2) X (_372) X (—3a 2)
1

<_37 2) X (_37 2)
Par contre : (—2)%* n’a pas de sens.

Propriété 2 : Limites

Soit a > 0
lim gt T sia>1 lim = 0F sia>1
T—-4-00 o 0t sia <1 T——00 o +o00 sia<l1

Propriété 3 : formes indéterminées

Les 4 principales formes indéterminées sont :
0

0 )

oo

o0

co— ; 0xoo ;

Une forme semi indéterminée :

2 Croissance comparée

Pour pouvoir justifier qu’on utilise bien la croissance comparée, il faut vé-
rifier les 3 conditions suivantes

1) Avoir une forme indéterminée (FI)

2) Avoir un quotient ou un produit

C

3) N’avoir que des expressions du type e, |Inz|’, x
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Propriété 4 : Croissance comparée

Pour a>0etb>0 réelset n>1 entier:
ax ZCb
lim — =400 lim — =0"
r—>+00 xb T——+o00 0T
b
. z? . Inz
lim T = T lim ( ) =0"
z—+oo (Inx) rotoo @
. 1
lim 2% lnz =0~ im = —
z—0t z—0+ 2% Inx
. . 1
lim 2% |Inz|® = 0™ lim ———— = 400
z—0t z—0t+t ¢ ’11’1 .I‘
lim e**z" =0 lim =400
T——00 T——00 AT N

Exemples : les expressions suivantes ne se justifient pas (directement) par
la croissance comparée.

lim z®lnz  car ce n'est pas une FI

T—+00

1)

2) lim 3 —Inxz  car ce n’est ni un quotient ni un produit

T—+00

2

3) lim car ce ne sont pas des fonctions de base

r——+oco I

3 négligeabilité

Remarque préliminaire :
Dans ce qui suit, on n’utilisera que des fonctions qui ne s’annulent pas
au voisinage de a (sauf éventuellement en a). On pourra donc former
sans probléme des quotients au voisinage de a

Définition 1 : Négligeabilité

Soit deux fonctions f et g définies au voisinage de a (avec a € R)
f(z) = ol(g(x))
f=olg)
et on lit « f est négligeable devant g en a »

f(x)

On note en a

ou plus simplement en a

lim =0

s1 et seulement si
z—a g(m)
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Propriété 5 : cas particulier

H f(z)=0(1) ena <= li_r>n f(z)=0
Propriété 6 : combinaison linéaire
| Y(a,b) e R, f=o(h)et g=o(h) = (a.f+b.g)=o(h)

Propriété 7

HVaER,a#O f=o(a.h) = f=o(h)
Par exemple :  f=o0(4h) = f=o(h)
Propriété 8 : transitivité
| f=olg) et g=o(h) = f=o(h)

Propriété 9 : produit
f=olfi)etg=o0(g1) = [fg=o(fig)
f=olf) = [fg=o(frg)

4 Limites particuliéres et équivalents

Propriété 10 : dérivée et rapport de Newton
Si une fonction f est dérivable en a € R alors

f’(a) _ iﬂw _ }llli% f(a+h})Lf(a)
En particulier en O :
Si f est dérivable en 0, alors f'(0) = hﬁ% M

Cela permet d’obtenir les limites particuliéres suivantes (sauf la derniére) :
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Propriété 11 : Limites particuliéres

In(1 1 T -1
lim 20+ lim 2 1 im S o
x—0 xX z—=1lx —1 x—0 X
1 “—1 “—1
lim%:a limz =a «a€R"
x—0 x z—1 x—1
V1 -1 1 -1 1
lim vite-1 = - lim Vo = —
x—0 x 2 z—1 x—1 2
. sinx . tanz . 1—cosx 1
lim =1 lim =1 lim = -
=0 = z—0 X xz—0 2 2

Démonstration La derniére limite s’obtient ainsi :

1—cosx cosO—cosz 2sin®(z/2)
22 x? - x?
Onpose X =1z/2 <+— z=2X
1—cosx_251n2X_ 1 [sinX)?
2 (2X)2 2 X
Quand x =0, X =2/2 -0 = $2X 1 (limite particuliere)

. 1—cosx 1
lm ————— = —

=
x—0 LE2 2

5 Equivalents

5.1 Premiers équivalents

Définition 2 : Equivalents

Soit deux fonctions f et g définies au voisinage de a (avec a € R)

f(x) ~ g(z) f~y

Tr—ra

et on lit « f est équivalente & g en a »
tim 2@
z—a g(x)

On note ou plus simplement

si et seulement si

D’aprés les limites particuliéres, on obtient :
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Propriété 12 : Equivalents particuliers

In(l+z) ~ z Inz ~ z-1 e -1 ~ =z
z—0 z—1 x—0
1 “—1 ~ “—1 ~ -1 R*
(1+x) S w o~ a(zx—1) (a €R¥)
1 1
\/1+‘T—1x:0§$ \/E_lx:]_i(x_l)
1
sinx ~ x tanx ~ x 1—cosz ~ —x?
z—0 z—0 z—0 2
5.2 Propriétés
Propriété 13 : Equivalent et limite
Si f~g et limg(x) existe
a Tr—a
Alors  lim f(z) = lim g(x)
r—a Tr—a
Attention : la réciproque est fausse
—223 + 4z +5 —273 —2x
Exemple : ~ ~
312 +x—5 -0 322 - 3
. =223 +4x+5 —2x
Donc lim ——— = lim — =+
r——0o0 312 +x—5 T——00
Contre Exemple: lim 22° = lim 2% = 4
r—r+00 r—r+00
Et pourtant , on n’a pas 223 ~ z3
on i a pas {oo

Propriété 14 : Limite finie non nulle

Soit £ un réel non nul

~ L

r—a

lim f(@) = ¢ < f(a)

Les équivalents sont compatibles avec les opérations suivantes : multiplica-
tion, quotient, puissance fixée (cad ne dépendant pas de la variable) :
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Propriété 15 : Opérations compatibles

Si ffavfletgf;gl
Alors g:ﬁ f.gf;fygl \/}f;\/ﬁ fa’;(fl)a (a € RY)

Propriété 16 : Composée

On a X = h(x)

Si X =h(z) > bquand z — a

Et X) ~ g(X

FX) ~ g(X)

oss  f(h(x)) ~ g(h(x))
Exemples
e | Trouver un équivalent de €3 —1 en 0

e —1=e¥—-1 avec X =3z

Quand x -0, X —0 (Attention : cette ligne est essentielle)

Or e¥-1 ~ X = -1~ 3z
X—0 x—0
e | Trouver un équivalent de e/* —1 en —oo
e/? —1=eX—-1 avec X =1/z
Quand r = —o00, X —0
Or e¥-1 ~ X = e/ -1 ~ 1/z
X—=0 T—r—00

5.3 Sommes

Attention : on ne peut pas additionner des équivalents. Sauf avec des
conditions trés strictes :

Propriété 17 : Somme (« Le gros bouffe le petit »
HVa,BER*, =o(f) = a.f+6.g?;a.f
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Exemples: o En +oo, Inz =o(x)
Donc z+Inz ~ z
“+o0o
e En +00, = o(z?)
Donc 2z + 522 ~ 522
+oo
e En0 2*=o0(z?) = b5at— 222 v —222
Fn 4+ —223 + 42 +5 223 2z
[ ] n o0 ~ =
3x2 4+ —5 +oo 32 3
Propriété 18 : Somme (Equivalents de méme espéce)
Si ff;a.h et g:,@.h avec a+B#0
Alors f+g~(a+pB).h
a
Exemples
-~ 2
* f(:L‘) T—>+00 2
o 9.2
(l‘) r—r+00 3z
o a2
= f@) o)~
e Mais par exemple, on n’a pas le droit d’additionner :
~ 2 —
f(x) et 20 —x

g(z) ~ 32242z
“+oo

Il faut passer par les intermédiaires suivants :

f(x) et 212 — et 22
g(x) et 322 + 27 et 322
= @) ()~ e
« fl@) o~ 227
g) o~ =2

Ici, on ne peut pas additionner les équivalents carona o+ 5=0
On aura besoin d’un outil plus puissant : les développements limités.

14 novembre 2025 18:27

4/ 4

Propriété 19 : Polyndéme en +oo

H Un polyndéme est équivalent en 00 & son terme de plus haut degré

g(r) = =3zt + 23 -7

23— 7= o(z*) —3azt + 2% -7 ~
T—r+00

Exemple :

en +oo = —3z?

Propriété 20 : Polynéme en 0
Un polynéme est équivalent en 0 a son terme non nul de plus petit
degré

Exemple : g(z) = —32* + 2% — 722
2

32" + 4% = o(a?) 5 gl@)= 3t h ot TR~ 7o

z—0

en 0

5.4 Fouzitou
Propriété 21 : Relation d’équivalence

« Vi f~f
*Vfg, f~9=9~f
b \v/fagahv [f ~4g et gnr h] = f ~ h (transitivité)

(réflexivité)

(symétrie)

Propriété 22 : transitivités

f=olg) et g=o(h) = [f=o(h)
f=olg) et g~h = f=o(h)
fr~g et g=o(h) = [f=o(h)

Propriété 23 : mélange

|[f~9 = [f-g=old =

Propriété 24 : Formule de Stirling

An(Z) v o

n!  ~
n—-+0o00

, . L 2n
Déterminer un équivalent de en 400
n
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