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Exercice 1

Zl+22:3+l

2
1) Trouver les couples (21, 2z2) € C* tel que { iy — 4+ 30

(21,22) sont les racines de
A=B+1)?—44+3i)=(9+6i—1)+ (—16 — 12i) = —8 — 6i
Cherchons § =z +iy tel que §%2 = A

22 —y?=-8 (1)
- {me:y—6 (2)

P(z)=22-Sz+P=22—(3+1i)z+ (4 +3i)

2 4+ = 8 = |A] = V(8P + (07 = VPP £ ) = 2/T6 79

= 22+y>=10 (3)

(D)+3) = 222=2 = 2?2=1 Parexemple:z=1
(2 = 2y=-3 = y=-3
Doun §=1-3i
b . o
r1 =« +6»:(3—’—1)—’—(1 31):2—i
2a 2
xgz«_b_é»:(3+1)_(1_31):1+2i
2a 2

Il y a donc deux couples solutions possibles :

(S={2—&1+20):(1+22 1)

Veérification :
rx1+aa=2-1)+(142i) =3+1i

x1.x9=(2—-1).(1421) =2+2i—i+2=4+3i Camarche

2) On pose A = arccos %3 + arcsin%
a) ’ Calculer «a=sinA ‘
e Posons a = arccos %3 b= arcsin%
< cosa=3 avec a€l0, 7
et sinb=j avec be [, I
e Donc sinzazlfcos?azl—%:ﬁ

= |sina| =3

= sina=3% car a€€f0, 1] = sina>0

o Et COS2b:17811’12b:17$:%

22 décembre 2025 17:42

1/ 6

b)

= |cosb| = 2¢2

= cosb=== car be[7, 5] = cosb>0
e a=sind

= sin(a + b)

=sinacosb+ cosasinb

4 2v2 -3 1

5 3 53

8v2 -3

T

’En déduire une expression de A en fonction de arcsin «

Il faut maintenant déterminer dans quel intervalle est A

o cosa==2<0 avec a€cl0,
= acl}, 7]
. sinb= 1 >0 avec be[F, Z]
= bel0, ]
s<a<m
e D’ou
0<b<
s 3T
s 3
= F<ASF
us us
e Or sinA =sin(r — A)

= arcsihna=m7—A

) . 8V/2-3
= A = 7T — arcsin & = 77 — arcsin T

3) ’ On pose  f(z) = sin(2arctan z)

a)

’Préciser Dy, le domaine de définition de f

f(z) existe si et seulement si  arctanz existe et 2arctanz € Dg, =
R Or arctan est défine sur R

Donc Dy =R

Donner I'expression simplifiée de f(z) pour tout € Dy
(C’est-a-dire sans aucune fonction trigonométrique)
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Pour z € R, posons « = arctanx

<~ tana=2z et a€]—7/2, 7/2|
Donc  f(z) = sin(2a) = 2sin(a) cos(w)
1 1
Or —— =1+tan? = 2o = =
T osta ranta T Ttan’a 1442
Donc  f(z) = 2sin(«) cos(a) = 251n(a) cos?(a) = 2tan a cos? ()
cos
1
= 2 _—
a2
2z

4) Déterminer la limite suivante en utilisant la définition de la dérivée :
lim In(2+3z) —In8
rx—2 €T — 2
In(2 -1
Posons f(z) = Lﬂw et g(z)=1In(2+ 3x)
T —
_9(@) —9(2)
fla) = 1=
Or g est définie, continue, dérivable sur | — 2/3; +o0]
3 3
¢ g(z) = '(2) ==
et g'(z) =545 92 =+
L. . In(2+432z) —In8 . g(x)-g(2) ,., 3
Drow i ———0—— =l == —— =9 () =7

Exercice 2

Déterminer un équivalent le plus simple possible pour chacune des expressions
suivantes :

fz) =In(1+2z +52?) en0
g(z) = In(1+ 2z + 52%) en +oo
hz) = sin 3z en 0

cos4dxr — cos b

a) ’fx) =In(1+ 2z +52%) en 0

Quand z — 0, X = 2z + 522 = 0
Or In(14+X) ~ X
X—0
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= In(1+ 2z + 52?) ~ 2z + ba? ~ 2z car 22 =o(x) en 0
T T

= f(z) ~ 2z

x—0

b) ’g(m) =In(1+ 2z + 52%) en +oo

1 2 1 9
g(x):ln(x2(++5)):21nx+1n(++5>
T T Tz
1 2
Quand r — 400, Inz — +00 et gl(x):ln<$+l‘+5)—>ln5

=  gi(z) =o(lnx)

= g(z) x_:\;ooﬂnx
sin 3x
h = 0
¢) | hlz) cos4x — cosbx o
e Ona sinX ~ Xet 3x—0
X0
Donc sindx ~ 3z
z—0
X2

e D’autre part 1—cosX ~ =
X—0

Et cosdx —cosbx = (1 — cosbzx) — (1 — cos4x)
avec 1 —cosbr ~ (592”)2 =222 et 1-—cosdz ~ (4?2 = 8z
z—0 z—0

Dot cosdx —cosbr ~ 22— 8z2 = 22
x—0 2 2

(Equivalents de méme nature)

3z 2
e Donc h(z) ~ =55 ==
( ) 20 97%/2 3z
Autre méthode
.. _ s pHq i P—q
En utilisant cosp — cosq = —2sin = sin =
— '9I'—$N79$.—$79Z2
cos4dx — cosdx = —2sin 5 sin = ol 255 5 =

Exercice 3

Trouver les limites suivantes :

n+1\"
Uy = 1 en +oo

n —
en 400

2
-z
e

23 + 22
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(1)
Uy = 1 en +oo

n—
n+1\" n+1
Uy, = =e" avec v, =nln
n—1 n—1
1 1
nt Ty "t

n—1n-+on n—1

Or InX ~ X-1
X—1

n+1 n+1 2 2
= ln ~ — 1 — ~ —
n—1n-s+con—1 n—1 n
= v, ~2
= limv, =2
= lim w, = lim e'" =¢?
n—-+oo n—-+oo
eiE27I
———  en +oo
23 4 x2 +
613271)
POSOHS C(l’) = m

e Ona 223 +a22 ~ 223
z—0
2
1 efL’ —
Dou ¢(z) ~ —-
z—0 2 (E3
ew2—x
e Posons ¢ (z) =
23

In(er(2)) = In ( )

=z2—z—-3lnz

Or x=o0(2z%) et Inz =o0(z?) en +oo  (Croissance comparée)

Donc In(ci(x)) ~ 22
z—0
e Donc lim In(ci(z)) = lim 2% = 400
r—+00 T—>+00
e./l’27./1?
= lim 7~ = lim ci(z) = +o0
r—4+oco I T—400
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1
e Or c(x) R R (2)

= lim ¢(z) =400

r—r+00

Exercice 4

On pose f(z)=(zx+1)V—a?+22+3

et on note C'y sa courbe représentative

a) ’Monter que f est définie sur un intervalle [a;b] & determiner

f est définie <= —x2 4 2z + 3 existe —

2?2 4+20+3=—(22-22-3)=—(x+1)(x - 3)
—(z+1)(x—-3)>0

f(z) existe <«— — -1

Donc Dy =[-1;3]

—224+2:4+3>0

<z<3

b) | f est-elle dérivable en a? Peut-on en déduire quelque chose pour le graphe

Cy?

Rapport de Newton (taux d’accroissement) en —1 :

fl)— f(-1)  (@+1)V—22+22+3—0
r—(-1) x+1

:(x+1)\/mﬁ—>_lo
f’(l)z lim f(l‘)—f(l) =0

f est donc dérivable en —1 et
rx—1 €Xr — 1

Cy admet donc une tangente horizontale au point (—1, f(—1))

= (-1, 0)

c) ’ f est-elle dérivable en b? Peut-on en déduire quelque chose pour le graphe Cy ? ‘

Rapport de Newton en 37 :

f(z) — f(3) _ (z+1)vV—a2+2x+3
z—3 r—3
Dy=[-1,3],doncz <3 = 3—-z>0 =
z—3 3—x
(z+1)(3—2z) r+1
—(x+1) TG =(1-ux) 32
_ 3—xz—0
Quandx—>3,{3_m;>0 3_m—>—|—oo
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1 1 _1-
Lzt oo = [z + L too avee —(1+2)——4<0 Pourz €] - 1;3[, x+1>0 donc
3-z 8-z f()>0 <<= (z4+1)(-22+4)>0 <<= —22+4>0
N f(x)—§(3)_>_oo — z<2
T —
f n’est donc pas dérivable en 3 f2)=(2+1DV/-2+1D(2-3) =33
Et C; admet une tangente verticale au point (3, f(3)) = (3, 0) D’ot le tableau de variations
Autre calcul : d —1 2 3
ffl)] O + 0 + |
f@)—fB) _ @+DHy—(z+1D(z-3) 33
Tz —3 r—3
@+ )@ D3 V- @rDE-3 U N
-3 R P
—(z+1)*(z —3) e) ’Représenter graphiquement Cy (avec une échelle intelligente...)
(= 3)y/—(z+1)(xz—3)
—(z+1)?
—(x—=1)(z-3) 5
Quand z — 37, —(v+1)? = —16 < 0, —(z—1)(x-3) = 0" 4
= f(x)_f(?))_)_oo 3
x—3
d) ’Déterminer les variations de f 2
Sur | -1, 3[, —(z+1)(x —3) >0, donc f est dérivable et 4
fl@)=(x+1)V—22+2x+3+ (x+1)(V—2?+ 22 +3)
—2x + 2 1 0 1 2 3
=vV-22+22+3+(z+ 1) ——mee— |
2vV—x? +2x+3 -1
- 1
= \/—x2+2z+3+($+1)L
V=2 +2x+3 Exercice 5
(2?2 +2043)+ (v + 1) (2 +1) On donne 0,69 <In2<0,7
- / |
(V—2*+22+3 Soit la fonction f définie sur |0, +oo[ par :  f(z) = nzl
(—2? 422+ 3)+ (—2? +1) T
(V—2?+2z+3 1. ’ Calculer la dérivée de f
2
_ 22" 2z +4 pour x > 0, Inz existe et x4+ 1 # 0, donc f est bien définie sur
(V=22 422 +3 10, +00[ et de plus C'' comme quotient de fonctions usuelles
_ (z+1)(2z+4) ) = (Inz)(z+1)— (Inz)(z+1)
(V=22 +2x+3 (x +1)2

22 décembre 2025 17:42 4/ 6 "2026_PCSI DS 04 (2025 11 _28)"



2025-26 PCSI

DS 04

Corrigé

Lz+1)—(Inz)

(z+1)?
_z+l-—zhz
 z(z+1)2
2. | Soit la fonction g définie sur ]0; +oo[ par  f'(x) = _9@)
’ x(z + 1)2

Etudier les variations de la fonction g et donner ses limites en 0 et +oo

glxy=x+1—2zlnz
g est définie et C'! sur ]0; o0
Jd@)=1-(1.nz+zl)=-Inz

Jx)>0 «— —hr>0 <= z<l1
Limites
e En o0

Quand x — 07, zlnxz — 0 (croissance comparée)

li =1
5. 9
e En +o00
g(z)=1+z(1—1Inx)
Quand z — 400,

l-Inz — —
= z(l—-Inz)—> —

xr — 400
g(1)=2
x 0 1 400
g@) |l + 0 —
2
a
g |1 e
—00

3. | En déduire que la fonction g s’annule en un unique réel o
et que e<a<e

e Sur]0,1],onag>1 Donc g ne s’annule pas
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e sur [1, +oo]

g est continue et strictement décroissante.
de TI=1[1, 4o0][ sur g¢g(I)=]—o00, 2]

Oor 0€g(l)

Donc I’équation g(x) = 0 admet une unique solution « sur [1;4o00[

Donc elle réalise une bijection

e Conclusion : ’équation g(z) = 0 admet une unique solution « sur [0; +00]

gle)=e+1—elne=e+1—-e=1>0
g(2e) =2e+1—2eln(2e) =2e+1—2e(1+1In2) =1—2eln2
Or 2<e<3
0,6 <ln2<0,7
= 1,2<2In2<21
= ¢g(2) <0
g(e) > g(a) > g(2¢)

= e<a<2e car g décroissante sur [1;4o0[

En déduire le tableau de signe de g puis le tableau de variations de f (en
fonction de « )

T 0 o +00
9(x) + 0 —
f(@) = _oe) avec z(x + 1) sur ]0; +oo]
x(x+1)2 ’
Donc f'(x) est du signe de g(x)
X 0 1 o —+00
f'(x) + 0 -
f(a)
hN
f / 0
—00
Remarque :  f(1) =0
Montrer que  f(a) = 1
@
Ona ¢(a)=0 <= a+l-—aln(a)=0 = ln(a):1+a
a
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« 1 . :
= = = — i
flo)=—"7=1 " i .
rel |~ ~ .t
6. ’ Déterminer les limites de f en 0 et en 400 ; \\\
(ul //, . E \\
,l 2 £, ;*
e En 0 : / 27 | - & (~
Quand z — 07, / :
Inx - —o0
= lim f(z) = -0
z+1—=1 z—0 /
® en +o0o / ‘
Inz 1 ;
f@) =
Quand z — 400
Inz . i
—— — 0 (croissance comparée)
X
1
— —1
1+ o
> AR S =0
7. ’ Déterminer I’équation de la tangente & C'y en 1
, r+1—zlnzx , 2 1
= = H)y=-=- 1)=0
flo) =" T Fm=2=5 )
Donc la tangente en 1 a pour équation : y = 5(3: -1)+0
8. | Tracer une allure possible de Cy (On choisira des échelles pertinentes et pas
identiques pour Iaxe des x et 'axe des y).
On donne o ~ 3,6
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