2025-26 PCSI

Ch 10 : Primitives et intégration

Dem

1 Primitives

Définition 1 : Primitive
Soit I un intervalle de R.
On appelle primitive de f sur I une fonction F' dérivable sur [

telle que Veel, F'(z) = f(x)

Propriété 1 : Primitives de f

Soit F' une primitive de f sur un intervalle I.

F est une primitive de f sur I si et seulement si
n=F+K

« Les primitives sont définies & une constante additive prés. »

il existe une constante K € R telle que :

Démonstration

= Supposons F) primitive de F’
Posons G =F — F}.
Ona: G =F—-F=f-f=0
Donc G est constante sur 1
JK eRtelque G=K = F,=F+K.

< Supposons F; =F+ K
F/=F'+0=f = F est une primitive de f sur I.

sur l'intervalle

Propriété 2 : Existence d’une primitive
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Alors f admet une primitive F' sur I.

Résultat admis.

Propriété 3
Soit f une fonction admettant une primitive sur
Soient a€l et beR.

Démonstration

e Soit F} une primitive de f sur [I.
Posons F(z) = Fi(z) — Fi(a) +b
F est une primitive de f et F(a) = Fi(a) — Fi(a)+b=1b
e De plus F est unique :
En effet, soit F» une primitive de f telle que Fy(a) = b
Ona Fy(a)=F(a)et Fy=F surl
Donc Fy, = F.
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Alors il existe une unique primitive F' de f telle que F'(a) = b.
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Définition 2 : Notation
On note parfois les primitives de la facon suivante :

T .’1?4
3 dt ="—
4

Cette notation est a utiliser avec précaution

2 Intégrales

2.1 préliminaires

Propriété 4 : Propriété fondamentale
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F' une primitive de f
sur I. Soit (a,b) € I°.

Ona: [ f(t) dt = [F(t)]5 = F(b) — F(a)

a
Propriété 5

La définition de f; f(t) dt est indépendante de la primitive F de f

choisie.
Propriété 6 : Primitive s’annulant en a
Soient I un intervalle, a € I et f une fonction continue sur 1.

Alors la fonction  x+— [ f(t) dt

a.

est la primitive de f qui s’annule en

Propriété 7 : Conséquence

Si f est une fonction continue sur un intervalle I et a € T

Alors la fonction @+ [* f(t) dt est continue, dérivable et de dérivée
continue c’est-a-dire est de classe C! sur I.

3 Egalités
Propriété 8
Soient I un intervalle, (a,b) € I? et f une fonction continue sur I.

Alors [ f(t)dt=—[Pf(t)dt et [T f(t)dt=0
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Propriété 9 : Relation de Chasles b b
u'vrun' = [ ¢ = p(b) - la) = 4],
Soient f une fonction continue sur I, (a, b, ¢) € I3 u “ @
cp b c b b
Alors [ f= [ f+ ], f = / u'v = [uw]® —/ u.v'
Démonsgrationc Soit F' une primitive de f sur I. . Applications
S+ 1y f=(F0) = F(a)) = (F(c) - F(b)) = F(c) = F(a) = [, f Calculer fol ze?® dx
Propriété 10 : Généralisation Trouver une primitive de ¢+ t1Int
Soient f une fonction continue sur I et ag, ay...... an (n+1) points .
de I. 3.2 Changement de variable
an a a an n—1 Api1
Alors / f= / ' f _|_/ ’ 4. _|_/ f= Z/ " f Définition 3 : Notation différentielle
ao ao a1 An—1 =0 ak Soit f une fonction et v un paramétre
On note  d(f(x)) = f'(z) d=
Propriété 11 : Linéarité de l’intégrale , ,
. 3y — 2.2 _ 2 _
Soient f et g deux fonctions continues sur I, (a, b) € I? et (a, B) € R Exemples : d(«%) =32 dv d(1/u) = — du/u® d(e") = 2t.e" dt
Alors Propriété 13 : Intégration par changement de variable
b b b ]
[arvsnmaf 1 [
@ a a e a, b dans un intervalle 1
Démonstration Soit F et G deux primitives respectivement de f et g sur I. * ¢ une fonction de classe C'* sur I
Alors H = «aF 4+ G est une primitive de  «.f 4+ 5.g sur I. D'ou : e f une fonction continue sur ¢(7I)
b _ . ©(b) b
Ja\af +Bg) = H(b) — H(a) Alors : / F(u) du = / Flo(®)e' (t) dt
= (aF + BG)(b) — (aF + SG)(a) #e ‘
— a(F(b) — F(a)) + B(G(b)*G(a) Démonstration
b b e f est continue donc admet une primitive F' sur I
=af, f+B[ 9 On a donc :
»(b) o(b)
N . | s du= [P = Fle(b) - Flela) = 60) - Gla)
3.1 Intégration par parties o(a)

Propriété 12 : Intégration par parties
Soient u et v deux fonctions de classe C! sur un intervalle I et (a,b) € I2.

Alors : ff uv’ = [uv]® — ff u'v

Démonstration Posons ¢ = u.v
u et v sont C! donc ¢ l'est aussi et

o =u'v+u
Donc

est continue sur [a, b]
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en ayant pos¢ G =Fogp

o F et ¢ sont de classe C', donc G l'est également, et

G'=(Foyp) =(Fop)y’=(fop)y
est continue sur I et donc

b b
/ Fle(®)'(t) dt =/ G'(t) dt = [G(t)]; = G(b) — G(a)
Ce qui prouve I’égalité demandée
Exemple :  Calculer : f14 eVt dt (Poser u=p(t) =1
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Applications 4 Inégalités

Propriété 14 : Parité Propriété 16 : positivité

e Si f est paire, ) . . . 9
) . Soient I un intervalle, f et g des fonctions continues sur I et (a, b) € I
alors [ f(t)dt= [, f(t) dt tel que :
et ffa f(t) dt = 2an f@) de (on dira que les bornes sont dans le bon sens).
e Si f est impaire, Alors :
b e N
alors f; F(t) dt = — [0 F(t) dt a) f>0 = [/ f>0 (positivitée de I'intégrale)
et [* F(t)dt=0 b) f<g = f;f < f;g (croissance de l’intégrale)
Démonstration On poset=—-u = di=—du Démonstration
B { t=b = u=-—b e Soit f continue sur I. Donc f admet une primitive F
ornes
t=a = u=-a Supposons f > 0 Alors F' est croissante sur [
Dou [P f(t)dt = [ f(—u)(— du) = [ f(~u) du Ora<b = Fla)<F®b) = [f=F(®b)—F(a)>0
o Sifestpaire, f(—u)=f(u) = ['f(t)dt= [ f(u)du » Supposons f < g
_ a b
Et [° f@t)dt= [0 ft)dt+ [T F(t)dt = [ f(t) dt+ [3F(1) dt = g-fz20 = [(g—f)=0 cara<b
o Si f estimpaire, f(—u)=—f(u) = [Cf(t)dt=— [ f(u)du = [lg-[lr>0 = [lg>[f
a _ 0 a _ (e a _
f*a f(t) dt = f*a JORUhs fo ft) dt = fo f(t) dt + fO f(t)dt=0 Propriété 17 : Encadrement
Propriété 15 : Fonctions périodiques Soient f une fonction continue sur un intervalle I et (a, b) € I? tel que :
Soit f une fonction de T-périodique sur R. (BBS). Alors :
Al V(a,b) € R2, Vk € Z
oS (?’)E ’ bJjT’ aygm< f<M = m(b—a)ﬁf;fSM(b—a)
* Jo f@) dt = [ f(t) dt avec (m, M) € R?
a+T o pbt+T
hd fa f(t) dt = b f(t) dt b) |[fIl<M = ’f;f‘gM(b—a) avec M e Rt
Démonstration ) .
e Posons u=t+kT = dt= du Démonstration
Bornes : { t=b = wu=b+kT e a) découle de ce qui préceéde et de f;m dt =m(b—a)
t=a = u=a+kT o Supposons |f| < M
b b+k.T b+k.T
.fa f(t) dt = faik:.T f(u - kT) du = a:k‘T (u) du = -M < f < M
car f est T-périodique T = f(u—kT) = f(u) = —M@b-a)< fabf <M(b-a) cara<h

o [T F= LT E T

= [Pl <M®b-a)
:f;f+fbb+Tf+fbaf:fbb+Tf ‘ ’
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Propriété 18 : valeur absolue

Soient f une fonction continue sur un intervalle I et (a, b) € I? tel que :

(BBS). Alors :

AT

Démonstration
Pour tout z € R, —|z| <z < |z]

Donc Vit e I,—|f(t)] < f(t) < |f(t)]
= —Plf@lde< [P F@) dt< [P1f@)] dt car a<b

= | atl < ) ar

Remarque: Si on a les bornes « dans le mauvais sens », c’est-a-dire b < a,
alors toutes les inégalités sont renversées :

Propriété 19 : Bornes dans le mauvais sens
Soit b <a, on a alors
a) f20 = [/f<0
b) f<g = [/f=[)g
gm<f<M = mb-a)> [ f>Mb-a)

avec  (m, M) € R?

(positivité de l'intégrale)

(croissance)

Propriété 20 : BMS et valeur absolue
Soit b <a, on a alors

) Ifl<M = | [l
b) | [0 | <= L= f

1l faut toujours vérifier que le terme de droite est positif

M e Rt

< M(a—Db) avec

flz) = ff e’ dt

1
Déterminer la limite de I, = / e dx
0

Exemple : Déterminer le signe de

Propriété 21 : intégrale nulle

f une fonction positive et continue sur [a, b] tel que a < b (BBS)

Alors f;f:O = f=0
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Démonstration

f est continue donc posséde une primitive F qui est C*
F'=f>0 = F est croissante sur [a, b]

Donc Vt € [a,b], F(a) < F(t) < F(b)

Or ['f=0 = F@b)-Fla)=0 = F(a)=F()
Donc Vt € [a,b], F(a) < F(t) < F(a) = F(t)=F(a)
La fonction F est donc constante sur [a, b]

Dou F'=0 = [f=0 CQFD

5 Intégrales dépendant des bornes

Exemple : continuité et dérivabilité et variations de f telle que f(z) = fjx e’ dt

e Signe de f
et” >0 pour tout ¢ € R. Donc
fjx At >0 = <2 (Bornes dans le bon sens) < x>0
Donc f est positive sur [0, 4+00[ et négative sur | — oo; 0]
e Variations de f
g est définie et continue sur R donc admet une primitive G qui est C! surR.
Donc  f(x) = [*7 g(t) dt = G(2t) — G(t)
f est donc de classe C! sur R et
7'(2) = G'(22).(22) — G'(2)
=2.9(2z) — g(z)
= 2.exp((27)?) — exp(x)
f'(z) = 2.exp(4z?) — exp(z) Signe de f'(x)

flz) >0 <=

2. exp(42?) — exp(x) > 0
<= 2.exp(42?) > exp(x)
< In(2.exp(42?)) >z

— In2+42?>x

— 422 —-2+In2>0

Et on résout 'inéquation de 2nd degré.
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6 Fonctions a valeurs dans C Propriété 28 : Primitive
. . Soit ¢ : I — C une fonction continue (par morceaux) sur un
Propriété 22 : Décomposition intervalle I C R

Toute fonction ¢ : R — € s'écrit de fagon unique sous la forme Alors ¢ admet des primitives sur [a,b], toutes égales & une constante

v : Rep +i.Imep complexe additive prés.
C’est-a-dire que si 17 et ¥y sont deux primitives de ¢ sur lintervalle I,

ot Re et Im sont des fonctions réelles
7 v alors il existe une constante K € C telle que ¢ =11 + K

Propriété 23 : Continuité, dérivabilité Propriété 29 : Intégration
Tout fonction ¢ & valeur dans C est continue (resp. dérivable, C*!)
si et seulement si .
Reyp et Imyp sont continues (resp. dérivables, C'*') Alors ¢ est localement intégrable sur [
De plus, si ¢ est une primitive de ¢

alors  V(a,b) € I2, [V (t) dt = (b) — ¥(a)

Soit ¢ : I — C une fonction continue (par morceaux) sur l'intervalle I

Propriété 24 : Dérivée

Soit  a valeur dans C et dérivable sur [

Alors  Re(¢’) = (Rega)/ et Im(y') = (Imgp)/ Propriété 30 : Inégalité du module
p i6t6 25 Soit ¢ : I — C une fonction continue (par morceaux) sur un intervalle I
ropriete et a <be I (BBS)
Les formules de calcul des dérivées des fonctions réelles sont encore valables X X
pour les fonctions & valeurs dans R Alors ‘fa o(t) dt‘ < [ le(t)] dt

Par exemple (p.90) = ¢ ) + @)/ ) , .
Démonstration Ecrivons sous forme exponentielle : [ o(t) dt = re?
Propriété 26 : dérivée et conjugué

Soit ¢ & valeur dans C et dérivable sur I = f; w(t) dt’ =roet f; pt)e™ dt =7

Alors ¢ est dérivable sur I et  (¢) = ¢’ Posons  p(t)e 10 = (t) = f(t) +ig(t) avec f(t), g(t) €R
Propriété 27 : Exponentielle complexe = r= fabq/)(t) dt = f; ft) dt + iffg(t) dt

Soit ¢ : R — C une fonction dérivable, alors la fonction ¢ — e®(*) est - f; fO)ydt=r et f:g(t) dt =0

dérivable et (eﬂa)' =¥ x ¢
b b
= r=[f)dt< [J|f(®)]dt cara<b

Or  (t)=f(t)+1ig9(t) = [fO] <) =le(t)e™] = )]
Démonstration Posons ¢ = f+1i.g ou f et g sont des fonctions de R dans R = f: |f(t)] dt < ff lo(t)| dt
dérivables. On a : ¥ = ef ™19 = ef(cosg +i.sing) X X b

Donc ‘fa o(t) dt‘ =r= [ f(t)dt < [o(t) dt

(e?) = (ef)(cos g +1i.sing) + e/ (cos g + i.sing)’ Propriété 31 : Inégalité des accroissement finis

En particulier : Va € C, (e‘””)/ =a.e*”

Par composée et produit de fonctions dérivables, on a e® dérivable et :

Soit ¢ : I — C une fonction C! sur l'intervalle [
et M eRtel que Vi e, |¢'(t)]| <M
Alors  V(z,y) € I%, |p(x) — o(y)| < Mz —y|

= (ef.f")(cos g +1i.sing) +ef (—sing.¢’ +1i.cosg.g')
=e/(cosg +1i.sing).f' +ef(i%.sing +1i.cosg).¢’
= [ef(cos g +i.sing)].(f' +ig’)

=e%.p
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