PCSI 2025-26 FE 10c (intégrales) Corrigé
i In2 In2
Exercice 4 - = 32> -In2 <= 2?’< n? = |2/ < %
Soit  f(x) = / e dt pour z € R o
z — —a<zr<+t+a avec «a= 3
1) ’Justiﬁer que [ est bien définie sur R ‘ Ce qui donne le TV suivant :
Posons  g(t) =e g est définie et continue sur R x —00 —« 0 @ +o0
2 f(x) - 0 + 0o -
Donc / e " dt existe et f est définie sur R fa)
z / hY
2) ’Déterminer le signe et la parité de f ‘ f (0) 0 (0)
e Signede f: VteR,g(t) >0 N 7
2x R —f(Oé)
§ Pourxz >0, z<2x = / e " dt > 0 (Bornes dans le bon sens) | signe de f() | — 0 + ‘

= f@)=0
§ Pourxz <0, z>2x
e Parité de f : ) ,
g(—t) =e (" =¥ = g(t) Donc g est paire sur R
Pour x € R, f(—x)= /

—X

= f(x)<0

—2z

g(t) dt

=-2r u=2

t
t=—x

Posons uw=-t = du = — dt Bornes : {
u=x

2x
g(u) du car g est paire

2z
Dot f(—x) = / g(—u)(— du) = — /
S f(a) = —f(@)

f est impaire

3) ’Justiﬁer que f est C' sur R. Etudier les variations de f

g est continue sur R donc admet une primitive G qui est C! sur R

or  f(z) = / " o) dt = G22) — G(x)

Donc f est également C! sur R
Dérivée :
f(z) = G'(2z)(2z) — G'(z) = 29(2z) — g(x) = 9e—4a? _ o

2

= 26_3“”2 e_"”2 — e_g”2 = e“'”z (2e_3””2 — 1)
Or e >0 surR. Donc
flla)>0 = 2% 150 <« e >1/2
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4) ’A I’aide d’un encadrement judicieux, déterminer la limite de f en 400

< < < Tentons 'encadrement bourrin : > > >

Soitz >0 = x<2

Pour z € [z, 2x]

x <t <2z (tout est positif donc :)

= 2% <t? < 4a?
=  —z2> 2> 422
= e >t > et >
) 2 R
= (2z—x)e ™™ > / e " dt>0 car x<2r (BBS)
xr
= ze > f(z)>0
Or ze @ =+vVXe X avec X =a2
Qdz — 400, X =22 = 400 = VXe X = 0 (croissance comparée)
= lim ze ® =0
T—+00
= lim f(x) =0 par encadrement
Tr——+00

5) ’Equivalent en +0o
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a) | A laide d’une intégration par partie, trouver une relation, pour x # 0, entre

2r 2
f@yer gla)= [ 5 ar

< < < Zut! La notation g a déja été utilisée plus haut. Ce qui n’est pas
trop grave car on ne va pas se resservir a priori de 'ancienne fonction g.
Continuons donc notre chemin ’ame en paix. Dans le plus pire des cas on
pourra, si besoin est, noter g;(t) = et s s >

Pour x # 0

ty=et
P u
osons { V() =1/ ot

(
767152 2x o ,
g(z) = [ ; ] 7/ 2~ dt

| ] _9f ()

) = —2te=’

; Sy avec u,v C* sur )0, +o0[

2z x

2
—X

e

)

b) | Montrer que  g(z) = of .

< < < Cest la question vraiment difficile de ’énoncé.

Remarquons qu’on ne peut utiliser un équivalent de f car on ne connait
presque rien sur f. De plus, dans I’énoncé, on doit déduire en fin de
probléme I’équivalent de f. Donc il faut trouver g avant de trouver f.

g(x) _ xg(x)

— = ~ — 0 1l faut donc encadrer g
e”® e

On veut montrer que

xr
L’encadrement bourrin ne marche pas. Il faut donc affiner : encadrer un
des termes du produit/quotient et intégrer 'autre. > > >

. 2 S
e ler essai : on encadre e~! et on intégre 1/t
Pour z>0 et x<t<a?

0<et <e?

e—t2 e—z
= OS t2 S t2
2x eft2 2x efg;2
= OS/ Tdtﬁ/ 5 dt  carx <2z
x 0 «
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avec / %2 dt = [<1/6* = [-1/(2z) + 1/2] = 1/(2z)

€
= 0<g(z)<
<g(x) < 5
- o<t 1
e T 2

Mince alors! On ne peut pas conclure

28me ggsai Il faut donc essayeer’intégrer quelque chose d’autre. On ne
connait pas de primitive de e~*
Mais heureuséement, d’aprés les calculs précédents, on connait une primi-
tive de 2te™"".
et 2et 21
=T _—9te~t
t2 213 2t3
Pour >0 et te€x,2x]
223 < 213 < 2(27)3
< 1 < 1
23 T 228
- 2tet  2tet
- 283 T 223
22 ope—t”
23

27 2%
—t
= 0<g@) < 55 [—e]
1 —4x —z?
= Oﬁg(x)éﬁ[—e +e ]
. 1
o o< xegiff) <o {_6741«2 +e*$2} o
1 2
e~ % T
1
Quand x — 400, 222 { e 3% + 1} -0
Donc, par encadrement ggf) 0
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—z? 2
= — 4 =
N g(x):o(e ) en +oo filx) =0 <= =49z 0
= 922+ —-4=0
c) ’Déterminer un équivalent le plus simple possible de f en +o0 A=12—4x9x (—4) =145
Ecrivons f en fonction de g R —1++145 I 145 _—l-v 145 <0
e g ! 2x9 18 2 18
_ | = _ —14++/145
g(x) = [ 2 + x 1 2/(x) Or wu; >0 donc wu; = 4_178
_ —4z? —z2 e Calcul de uy
1 e 1 e 1 9 9
= f(x)zj - ‘*‘5' - —29(95) fo(x) =0 <= 2*+92° —4=0
o2 = 1022 -4=0
D’une part  g(z) = o ) , 42
x = rt=— ==
e . YT 5
D’autre part : ——5 =e 3% — 0 B B
e~" S T=+y/zour=—4/<
—4z° —z2 5 5
= e =o(e™™")
. 2
e—4a? e’ Or wuy>0 donc = +\/>
= = 0( ) 5
T x
1 e c. | Vérifier que : Vn € N*,  w, € ]0 ; %[
Donc  f(z) ~ = -
2 =z fn(0)=-4<0
Exercice 6 fa(2/3) = (2/3)" +9(2/3)* — 4= (2/3)" +9(4/9) — 4 = (2/3)"
: - p N o - Donc
Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, on définit la fonction f, par : F2(0) < fultn) < fa(2/3)
. n 9 B n n n n
Ve €Ry, fulz) =2" 4927 —4 = 0<u,<2/3 car f, est strictement croissante sur R
1. a. | Montrer que I’équation f,(z) = 0 n’a qu’une seule solution strictement po- 2. a. ’ Montrer que, pour tout x élément de |0,1[, on a:  fh11(z) < fn(z)
Sitive, Rotee ty for (2) = fulz) = ("1 4922 — 4) — (2" + 922 — 4)
fn est continue et dérivable sur R, (fonction polyndme). _ gl g
fal@) =na" 1 +9>0 carz >0 =2"(z—1)<0 car z €]0; 1]
li n(z) = n(0) = —4 : X X — :
n"> oo fu(@) = Foc fn(0) b. | En déduire le signe de f,,(un+1), puis les variations de la suite (u,)
fn est continue et strictement croissante sur I = R On a vu que u E]O' 2/3[ donec u E]O' 1[
Donc f, realise une bijection de Ry sur fn(R+) = [~4; +oof On peut donc remplacer x par u, 11 dans la question précédente :
Or0 € fn(R+) frr1(uns1) < faltng).
Donc ’équation f,(x) = 0 admet une unique solution u,, dans R Or Vn € N, fo(tn) =0 = fopr(tni1) =0
b. ’Calculer uy et ug ‘ Donc 0 < frl(tnir)-
e Calcul de uq Or fn(up) =0
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Donc fo(un) < frn(tns1)
Or f, est croissante sur R
Donc Up, < Up+1

La suite u est donc croissante

c. ’Montrer que la suite (u,) est convergente. On note ¢ sa limite

La suite (u,) est croissante et majorée par 2/3.
Donc elle converge vers une limite ¢ telle que

YneN* wu <wu, <£<2/3

3. a. ’Déterminer la limite de (u,)™ lorsque n tend vers +oo
Ona 0<wu,<2/3
Donc 0 < (un)™ < (2/3)" car (x — 2™) est croissante sur R
Or lim (2/3)" =0 car|2/3| <1

n—-+oo

Donc, par encadrement, lim wu, =0

n——+oo

b. ’Donner enfin la valeur de /¢
Ona fu(u,)=0
C’est-a-dire
(up)™ +9(up)? —4=0
< Y(un)? =4 — (u,)"

4 — " n
= (uy)? = #
Or ngrfoo(un) =0
. 2 =
Donc ngr}rloo(un) =3
. 4
= lim |u,|=1/= avec u,>0 = |u,|=1u,
n—s+0o 9
. 2
= (= lim wu, =2 car  up >0
n——+oo 3
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