2025-26 PCSI Ch 12 : Equations différentielles

Cours

1 Equations différentielles linéaire premier ordre
a coeflicients constants

1.1 Généralités
Définition 1 : Equa diff premier ordre coefs constants

On appelle équation différentielle du premier ordre tout équation de la
forme

Yy +ay=f (E)
avec a € C et f: I — C une fonction continue sur un intervalle I
Elle pour équation homogéne associée (EHA)

y' +ay=0 (Eo)

Propriété 1 : Solutions de I’équation homogéne

Soit a € C

Les solutions générales de I’équation homogéne 3’ +a.y =0
sont de la forme

yo(x) = K.e ™ avec K € C (SEHA)

Propriété 2 : Solution générale

Soit I’équation différentielle ¢y’ + a.y = g(z) (E)

Soit yp la solution générale de I’équation homogéne associée
Y +ay=0 (Eo)

Soit yp une solution particuliére de (E)

Alors toutes les solutions de (E) s’écrivent de la forme :
Yo = yp + Yo (SG=SP+SEHA)

1.2 solution particuliére

Le but de cette section est d’avoir des méthodes pour trouver la forme des solutions
particuliéres de I'équation ¢’ 4+ ay = g(x) suivant le type du second membre

g9(z)

a) g(x) = C constante on cherche yp = K constante
b) g(x) = P(x) avec P polyndome
yp(z) = Q( ) polynome avec d°Q =d°P
c) g(z) =
2 cas : si e*® nest pas solution de 'EHA ( < a# —a

yp(z) = K.e* avec d°Q =d°P
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si e®® est solution de 'EHA (|  «<— a=—a)
yp(z) = K.x.e* avec d°Q =d°P

d) g(z) = P(x)e** avec P polynome
2 cas:

e Si e*” n’est pas solution de 'EHA ( <= o # —a)
yp(r) = K.e** avec d°Q =d°P

e Sie®® est solution de 'EHA ( <= «a = —a)
yp(r) = x.Q(x).*® avec d°Q =d°P

Livre de recette de Papy Servain

’ Second membre ‘ Solution particuliére
Cte C Cte K
Polynéme P(x) Polynome Q(z) avec d°Q=d°P
e Si a#-—a K.e™®
Si a=-a K.x.e*®
Pz)eo Si a#—a| e**.Q(x) avec d°Q=d°P
Si a=-—a|ze”.Q(zx) avec d°Q=d°P

1.3 Exemples

’Exemple 1:9y +2y=cosz

’Exemple 2:y +2y=wxsin3x

’Exemple 3: ¢y +iy=-cosx
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2 ED linéaire du 2" ordre a coefficients constants Yo(z) = Ae™T 4 pe™® et respectivement  yo(x) = Ae™% + px.e"0®
Définition 2 avec (A, p) € R?
Une ED du second ordre & coef constants est de la forme sont bien des fonctions réelles. Donc il n’y a pas de probléme.
1 /
+by' +cy=g(x E
Y Y y =9 ) (E) . ) e Dans les cas ot A < 0 les solutions le 'EC sont deux nombres complexes
avec g : I — C une fonction continue, (b,¢c) € C conjuguées et donc ’expression yo(x) = Ae™* + pe™” ne convient plus
Elle a pour équation homogéne associée car les fonctions x — €% €%  sont complexes
y'+by +cy=0 (Ep) Il faut donc trouver une autre écriture
Définition 3 : Equation caractéristique
L’équation différentielle " 4+ by +cy =0 Propriété 4 : solutions de I’équation homogéne dans R
a pour équation caractéristique r24+br4+c=0 Equa. diff. 3" +by'+cy=0 (E) avec (bc)e€ R?
et pour discriminant A = b% — 4c e Ircas: A>0

L’équation caractéristique 72 + br + ¢ = 0 admet deux solutions
distinctes dans R: 7y, ro
Et les solutions de (E) sont de la forme

3 9
2.1 Solutions de PEHA dans C yo(x) = Ae™T 4 pe=® avec (A, p) € R?

Propriété 3 : solutions de I’équation homogéne dans C .
e 2®mcas: A=0

Soit I'équation différentielle y” +by' +cy=0 (Eo) L’équation caractéristique 72 + br + ¢ = 0 admet unique solution
o Ie"cas: A#0 dans R: 17¢

L’équation caractéristique 1% 4+ br + ¢ = 0 admet deux solutions Et les solutions de (E) sont de la forme

distinctes dans C: rq, r

= \el0o% + elo® A, c R2
Et les solutions de (E) sont de la forme Yo(@) ¢ p-e avec (A p)

e 3Fmecas: A<O
_ 2
Yo(x) = Ae™® + pe™® avec  (A,p) €C L’équation caractéristique r%+br+c =0 deux solutions conjuguées
e 2!mecas: A =0 dans C: r=a+if, ro=a-—1ip
L’équation caractéristique 72 + br + ¢ = 0 admet unique solution

dans C: g
Et les solutions de (E) sont de la forme yo(x) = e**.[A.cos(Bz) + B.sin(fz))] avec (4, B) € R

yo(x) = Ae™% + p.x.e™® avec (A, pu) € C?

Et les solutions de (E) sont de la forme

A Racines de EC Solutions de base
Dans C ‘ Dans R
3 9
2.2 Solutions de ’EHA dans R A—0 | ry (racine double) R
Position du probléme P
On suppose que les coefficients (a, b, ¢) de ’équation sont réels, il s’agit de trouver A>0 TLF T2 ¢ ¢
les solutions réelles de 1’équation. Ao ro=a+iB o1z e cos(Bz)
e Danslescasoi A =0 oubien A >0, lessolutions le 'EC sont réelles . ]
et donc re =a—if er® e sin(Bx)
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2.3 solution particuliére Définition 4 : méthode de variation de la constante
Soit 3 4+ a(x).y = g(x) une equa. diff. et  yo(z) = e~ A  une solu-

On retrouve la méme chose que pour le premier ordre : Pour une second membre
de la forme g(z) = e**P(x), on va chercher une SP sous la forme y,(x)
e*” xPolynome

Si e** est solution de 'EHA, alors il faut « monter » le degré du polynéme
Remarquer qu’un polynéme simple g(x) = P(z) se met sous la dforme P(z)e’*
et donc ici « =0

Recettes de Tatie SERVAIN :

Second membre Solution particuliére
g(z) = P(x) yp(z) = Q(x) avec d°Q =d°P
g9(x) = P(x)e™
avec « pas racine de 'EC yp(z) = Q(x)e*”
avec « racine simple de 'EC | y,(z) = 2.Q(x)e*” avec d°Q = d"P
avec o racine double de PEC | y,(z) = 22Q(z).e**

3 Equations linéaires du premier ordre

3.1 Equation homogéne

Propriété 5 : SEHA
Soit a une fonction continue définie sur Uintervalle 1
Alors les solution de I’équation ¢y’ + a(xz)y =0 sont du type

yo(z) = Ke=A@)

avec K € R (ou C) et A est une primitive de a sur

3.2 Solution particuliére

Ne pas oublier la Solution évidente sous la forme d’une constante

Exemple : o +z.y =2z

La fonction définie par yp(x) = 2 est solution particuliére évidente
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tion de I’équation homogéne associée.

La méthode de variation de la constante consiste & rechercher une solution
particuliére du type :

yr (@) = C(a) go(x) = C(a).e~ 4@
C:R — C est une fonction dérivable.

ou

Exemple : ¢/ +y = T o

4 Principe de superposition

Propriété 6 : Principe de superposition

Soient o, 8 deux constantes, a, by, bs : R — C trois fonctions

y1 solution de ¢’ +a.y = by
et s solutionde ¥ +a.y = by
Alors  ay; + Bys est solution de 4’ +a.y =a by + 3 by
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Quelques démonstrations

5 Equations différentielles linéaire premier ordre

a coeflicients constants

Propriété 7 : solutions de I’équation homogéne

Soit a € C

Les solutions générales de I’équation homogéne 4’ +a.y =0
sont de la forme
yo(z) = K.e™** avec K € C (SEHA)
Intuition (c’est souvent ce qui est fait en physique)
/
Y+ay=0 < Yo 4 (Inly)) = —a
Y
= lfyl=-az+C <= J|yl=ee " <= ylr)=Ke *
Ou encore, en notation différentielle :
d d
Y +ay=0 <= —eray:O — Yo 4
dz dy
<~ d(ly))=d(-az) <<= Iy =-az+C
— |yl=e% 4 = y(z)=Ke *7

Le probléme est qu’il faudrait justifier que y ne s’annule jamais.

On va utiliser les résultats précédents pour faire une démonstration rigoureuse

e Analyse
Soit y:R — C une fonction dérivable solution de ’équation
hs (E) ¢ +ay=0 <= ¢ (z)+ay(z)=0
Idée: On veut montrer que y(z) = K.e”*7".
On va se ramener a une fonction constante :  z(z) = y(z)e®* = K
ce qui simplifie les choses
Posons  z(x) = y(x)e*® <—  y(x)=z(x)e **

=  y(x) =2 (r)e " —a.z(x)e”**

Or y(z)+aylx)=0

= (z’(x)e_a'“ — a.z(m)e_“'w) + a(z(m)e_“"”) =0
= Z(x)e7** =0

= 2(x)=0
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z est donc contanste sur R

Donc il existe K € C telle que

= y(z)=z(x)e " = Ke **
e Synthése

Il suffit de vérifier que les solutions conviennent
Soit  y(x) = K.e @7

= y(r)=—aKe "
= y'(z)+ay(x)=0 CQFD

z(z) =K
CQFD

Propriété 8 : Solution générale

Soit ’équation différentielle ' + a.y = g(z) (E)

Soit  yo les solutions de ’équation homogéne associée
Y +ay=0 (Eo)

Soit yp une solution particuliére de (E)

Alors toutes les solutions de (E) s’écrivent de la forme :
Yya = yp + Yo (SG=SP+SEHA)

Démonstration Soit yp une solution particuliére
Nous allons montrer que

yc est solution de (E) <=  yg —yp est solution de (Ep) :
On a yp solution de (F
Donc  yp(x) +ayp(x) =g(x) (1)
D’ou
ye est solution de (FE)
= ye() +tayc(@)=g(z) (2)
= (vo(@) —yp(@)) +alyc(x) —yp(x)) =0 (2)-(1)
= (e - ) (@) + aya — yp)(@) =0
< (yc —yp) estsolutionde Eg
< Yo —yYyp =1y avec yp solution de Eg
= Yo=Y typr
5.1 Exemples

’ Exemple 1 : ¢/ + 2y = cosz

’Exemple 2:y +2y=u1xsin3x
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’Exemple 3: y +iy=cosz

6 ED linéaire du 2»® ordre A coefficients constants

Solutions de 'EHA dans C
Propriété 9 : Combinaison linéaire
y' +by +cy=0
Si y1 et y2 sont solutions de (Ejy)

6.1

Soit I’équation différentielle (Eop)

alors, pour tout (\, ) € C?

Ay1 + py2
(L’ensemble des solutions de (Ey) est stable par comibniaison linéaire)

est aussi solution de (Ep)

Démonstration

Supposons y; et yo solutions de (Ep)

1 !
) yi +byy +cy1 =0
Ona: { Yy +byy +cy2 =0

Ay! + pyl) + (Nbyh + pbyy) + (A + pcyz) =0
Ay1 + py2)" + 0.y + pyn) +e.(Ayr + py2) =0
(Ay1 + p.y2) est solution de (Ey)

= (/\L1 + M.LQ)
=
=

: solutions de I’équation homogéne dans C
y'+by +ey=0 (Eo)

Propriété 10
Soit I’équation différentielle
e 1°rcas: AF#0
L’équation caractéristique
distinctes dans C: rq, o
Et les solutions de (E) sont de la forme

2 +br+c¢c =0 admet deux solutions

yo(x) = Ae"% + pe™®  avec (A, pu) € C?
e 2¢mecas: A =0
L’équation caractéristique 2+ br + ¢ = 0 admet unique solution
dans C: g

Et les solutions de (E) sont de la forme

Yo(x) = Ae"0% + p.x.e™®  avec (A, p) € C?

Démonstration
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Analyse :

Soit y une solution de I’équation (Ep). Cherchons comment s’écrit y(z)

r1, 79 sont solutions de I'équation : 2 —b.x +c¢

Donc b= —(r1+m2) et c=rire (avecr  =ry=ro dansle cas A =0)

Donc I’équation (Ep) s’écrit :

y' = (r1+r2)y + (rir2)y =0

— Y —riy =1y +riry=0
= W -ry)-r(y —ry) =0
Posons z=1y —r.y

On adonc (E)) <= 2 —rez2=0
Equation homogéne du premier ordre
Donc 2o = Ae™?®

= Yy —r.y= Ae™*

Equation du premier ordre
e Ie"cas: A#0 = 711 #rg
Donc une solution particuliere est de la forme
Et la solution de 'TEHA ¢ — 7.y =0
y(x) = Be™* + C.e™*
e 22mecas: A=0 =

yp(x) = Be™*
est de la forme C.e™?®
Donc on a :
T =T2=To

Donc une solution particuliére est de la forme yp = B.xe™®

Et la SEHA ¢ —rp.y =0 est dela forme C.e"*

Doncona: y(x)= B.xe™® + C.e™” CQFD
Synthése :
e SiA#0

Posons y; (z) = e™?,
Yy () = (r1)%ene

Sy @) by (@) e () = (r)2en b Tl = (1)l = 0

(o) = men®

car 7 est solution de l’équation 72 +b.r4+c=0
Donc y; est solution de (Ey)
De méme, ys(z) =e™* est solution de (Fy)

Par combinaison linéaire A.y; + p.y2(z) = A.e™* + p.e™* est solution de (Ep)
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e SiA=0

Alors rg est racine double de 72 +br+c=0 = b= —2rgetc=(rg)?
Posons y; = ™% et ya(x) = xe™®
y1 est solution de (Ep) comme précédemment

o() = e

= yh(x) = (1 4 roz)e™®
= yi(z) =ro(2+ roz)e™”
D’ou :

Yo (x) + bys () + cya(z)
= 1ro(2 + rox)e™* + b(1 + rox)e™* + cxe’®
(2r0 + b+ (1 + bro + c)x)e™”
Or b=-2rg et 713+brog+c=0

Donc yo est bien solution de (Ejy)

Par combinaison linéaire

(A\y1 + py2)(z) = X% + p.xe™®  est solution de (Ep)

6.2 Solutions de ’EHA dans R

Propriété 11 : solutions de ’équation homogéne dans R
3mecags: A <O
L’équation caractéristique
dans C: r; =a+1ig,
Et les solutions de (E) sont de la forme

yo(x) = e*".[A.cos(Bz) + B.sin(Bz))] avec (A, B) € R?

r24+br+c=0 deux solutions conjuguées
ro =a—1if

Démonstration
On se place donc dans le cas A < 0 et on pose A = —§2
—b+1id
Ona r = 2+ P oo+ i ro=a—1if les deux racines conjuguées de 'EC
a

ar? +br+c¢=0
a’' +by +cy=0 (E)

A fortiori, g est une solution complexe de (E)

Soit g une solution réelles de ’équation

Et donc d’aprés ce qui précéde, g s’écrit :

g(x) = A% 4 pe™®  avec A, u) € C?
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Or g est réelles. Donc
g9(x) = g(x)

A e = 3 T

e 4 e = e 4 ﬁe”w car x € R

Ae"T 4+ pe® = \e™* + pe™®  car ri,ro sont conjuguées

A= petp =X (par identification car r; # r, = les fonctions
e™T ™  gont linéairement indépendantes

=X
g(z) = Ae™® 4 \er2®

R RN

= \e"1% 4 \e"% car 71,72 sont conjuguées
= 2Re(Ae7)
= 2Re(\el@ti8)7)
= 2Re[Ae?*(cos(Bz) + isin(Bz))]
= 2¢*"Re [A(cos(Bz) + isin(Bz))]
= 2e°.[Re(A). cos(Bz) — Im()). sin(Bz))]
= e2® [A. cos(Bz) + B.sin(Bz))]

avec A =Re(\) et B=Im(}))

Conclusion :
avec (A, B) € R?

g(z) = e**.[A. cos(Bz) + B.sin(Bz))]

7 Equations linéaires du premier ordre

7.1 Equation homogéne

Propriété 12 : SEHA
Soit a une fonction continue définie sur l'intervalle T
Alors les solution de I’équation ¢y’ + a(x)y =0 sont du type

yo(z) = Ke A@)

avec K € R (ou C) et A est une primitive de a sur I

Démonstration
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a est continu et donc admet une primitive A sur 'intervalle T
Soit gy une solution de ’équation.
On pose  f(x) = e*@yo(x)

f(@) = (A(2)) e @y (z) + Ay (2)
= a(z).e*@yo(z) + eA("’”)y()(x)
(a(@).y0(x) + yp(x))e™ A

=0 car yo solution de ’équation

Donc f est constante sur 'intervalle [

Et donc il existe K € C tel que Vax eI, f(z) = K
= @)= Oy(e) = K

= yo(x) = Ke A

Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette forme sont bien solution de
(Eo)

7.2 Solution particuliére

Définition 5 : méthode de variation de la constante

—A(z)

Soit ¢y’ 4 a(z).y = g(x) uneequa. diff. et yo(z) =e une solu-

tion de I’équation homogéne associée.

La méthode de variation de la constante consiste & rechercher une solution
particuliére du type :

yp(z) = C(x).40(z) = C(z).e~A@

ol C:R— C estune fonction dérivable.

Posons  yp(z) = C(z).yo(x)

S yh(@) = C'(2) g0(x) + (@) go(2)
Donc
yp solution de (F)
—  yp(@)+alz)yp(z) =g(z)
= (C'(2).yo(z) + C(x).50(x)) + a(x).C(x).y0(x) = g(x)
= C'(2).0(2) + C(x)[yo(2) + a(z).yo(2)] = g(=)
<— C'(z).yo(x) =g(x) car yoest SEHA
= C(x).e ) = g(x)
= C'(x) = g(x).e™
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Cela fournit une expression de C(x) comme primitive de z + g(z).e(®

Cours

Exemple : ¢/ +y = T o

8 Principe de superposition

Propriété 13 : Principe de superposition
Soient o, 8 deux constantes, a, by, by : R — C trois fonctions
y1 solution de ¢’ +a.y = by
et s solutionde 3y +a.y = by

Alors  ay; + Bys est solution de 4 +a.y =a by + 3 by
Démonstration

y1 solutionde ¥y +ay=01 = y(z)+alx)yi(r)=">bi(z) (1)
y2 solutionde ¢y +ay=by = yh(z)+alx).y2(z) =ba(x) (2)

a (1)+5 (2)

a(yi () +a(@).yi(x) + B(ys(x) + a(z).y2(z)) = a bi(z) + B ba(x)
= (ay+By2) (x) +a(@).(ay+B ) (@) =abi(z)+ B bz)
—  (ayi+By2)

On fait une combinaison linéaire :

est solution de I’équation ¢y’ +a.y = a by + 8 by
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