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Exercice 1

1. a) | Résoudre sur R I'équation différentielle suivante :

y'+y —2y=e"2*+e % cos3z (E)

On a une équation linéaire du second ordre a coefficients constants.

e Solution de l’équation homogene associé (EHA) y” +4y —2y = 0

(Eo)

Equation caractéristique r24+7r—2=0
Solution évidente : ry =1, 7o = —2
Donc  yo(x) = Xe® + pe™2® avec N\ pu€eR

y// + y/ _ 22/ — e—2m (El)
2z

e Solution particuliére de

On cherche une solutions sous la forme y(x) = a.x.e”
(car e~2 est une des solutions de 'EHA)
y'(x) = a(—2x + 1)e~2*
y"(z) = a(dr — 2 — 2)e™2® = a(dw — 4)e™2®
y' +y —2y=a[(dx —4) + (22 +1) — 22)|e"2* = a.(—3)e "
(Eq) —3ae7 =e7 % &= a=-1/3

Donc g

—1
y1(z) = — .72

3 solution particuliére de (E1)

e Solution particuliére de
y' +y — 2y =e ¥ cos3z = Re(e"1307)  (B,)

Cherchons une solution de 3y’ + ¢/ — 2y = e(~1131)z
de la forme y(z) = a.e(—1+3)z

Y () = a.(—1 + 3i)e(-1+3D2

Y (@) = a.(—1 + 3i)2e(" 14302 = g (—8 — 6i)e(~1+3D
Yy —2y = a.[(~8—6i) + (—1+31) —2]e(-13) = q.(~11 - 3i)e(~1+3D
Y4y — 2y =1 s (Z11-3i)a=1
_ 1 1143 —11+3i

—11-3i 112+ 32 130

—11+3i .
yo(x) = Re (1 - e<1+31>w>

1
= ﬁe’z Re ((—11 + 3i)(cos 3z + isin 3x))

(E3)

Donc

— a
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1

ya(z) = ﬁe_z(—ll cos 3z — 3sin3x) | solution particuliére de (Es)

e Conclusion : par le principe de superposition, les solutions de (E) sont
de la forme

y(x) = yo(x) + y1(x) + y2(z)

1 1
= Xe” + pe~ 2" — 3 r.e 2 — ﬁ(ll cos 3z + 3sin3x)e™*

b) | Déterminer la solution de (E) vérifiant les conditions initiales :

y(0)=1 ¢'(0)=1

1 1
y(z) = Xe® + pe 2 — = xe™? — ——e (11 cos 3z + 3sin 3x)

i 3 130
0)=Adp——
y(0) =A+n— 155
1
y'(x) = Xe® —2ue2 — = (1 —2z).e” %
1
~ 130 [ — e ®(11cos 3z + 3sin3x) + e~ (—33sin 3z + 9 cos 3z)|
1 1 1 2
"= -2 —=— —(-114+9)=A—2u— = + —
y'(0) R TR "3t 150
y(0) =1
y'(0) =1
11
A Hpu —-— =1
= ) 12’0
A o =1
ko3 130
130.L4 130.\ +130.u —11 =130
<
(3% 130)Ls | (3-130)A —(2.3.130)u —130+ 6 = 390
130.) +130.0 = 141
<
(3-130)A —(6-130)u =514
130.X +130.p =a
<
(3-130)A —(6-130)u =b
avec a = 141
v b =390+ 130 — 6 = 514
— Ly 130.\ +130.p = a
Ly —3L,y —(9-130)p = —3a +b
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— 9L, + Lo (9-130)A = 6a +b constante)
1 -2
Ly —(9-130)p = —3a +b y'(z) = C”(x)ﬁ + C’(:z:)? y solution de (E) <=
1 -2 2 1 3
A= Satb = (1) +C@) 5 + - Cla).—5 = 2
(9-130) x? 3z x? z
= — Ba-b cr 1 cos3z
<~ (C'(x)==x cos3z
6a+b=6-141 4514 = 846 + 514 = 1360 Cherchons une primitive de z cos 3z
Ja—b=3 131)3(1) —old= 42931_ pld =91 On peut poser C(z) = / t cos3t dt
- 0
= A= 9-130 = 9130 et faire une intégration par parties :
Donc u(t) =t u'(t) =1 )
1 R
@)= B0, 9 1o e e sdinsg) V(t) = cos3t v(t) = gsimat O ¢ s
)= ——0e"— —e - — pe T — cos 3x sin 3z
4 1170° 1170 3 130 ) s wy
11 C(z) = [t sin3t} - / —sin 3t dt
o 3 3
N B E . o 7o
Vérif : 1 1 T
A —2u _l_i_l =1 :§m sin 3z — [—gcos3t]
3 130 0
e, 11300 o 11 IETE B
H7 130~ 9-130 ' 9-130 130 T gt smerEgeesir Ty
_1360-91 11 1269 11 _9-141 11  141-11 1 C est définie & une constante additive prés, donc on peut prendre
0 9-130 130 9-130 130 9-130 130 130 1 1
\ ) 1 2 1360 ) -91 1 18 O(:E) = gIE sin 3z + § cos 3z
a M_§+ﬁ_9-130_ 9~130_§+9-130 Et d ()_%m sin3w+%cos3x_3z sin 3x + cos 3z
_ 13604182418 1 1560 1 _130-12 1 _12 1 _, oneypir) = 2 - 922
N . 9. 9.1 N N e Conclusion : Les solution de sont de la forme
9-130 3 9.-130 3 9-130 3 9 3 Concl L 1 de (E de la f
2. | Résoudre ’équation différentielle suivante sur ]0; +oo] 1 3z sin3z + cos3z
2 cos 3 . y(x):K.?+ 922 avec K eR
v+ oy=— (E)
On a une équation linéaire du premier ordre & coefficients non constants. Exercice 2
e Solution de ’équation homogeéne associé (EHA) ' + a(xz).y = 0 avec 1. | Déterminer une primitive sur un domaine a préciser des fonctions sui-
2 .
a(x) — ; (EO) vantes :
A(z) = 2Inx est une primitive de a 1
: Aw) 21 1 a) | frem
Les solutions sont de la forme yo(z) = K.em ¥ = Ke 2% = K.? x* —4r + 38
e Solution particuliére. ) 2% — 42 + 8 a pour discriminant A =42 -4x8=-16<0
On la cherche sous la forme y(z) = C’(z)ﬁ (méthode de variation de la Donc f est définie et continue sur R et donc admet une primitive sur R
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1 1 1
22 —4r+8 (z-2)2-4+8 (z—-2)2+22
1 1 2 1
T I N
1
= F(z)= 5 arctan(252)
est une primitive de f sur R
z+1
e 1 1
< < < On sait primitiver Gz 172 et 1)

Il faut donc se débarrasser du z dans le dénominateur :> > >

h est définie et continue sur R\{1/2} Donc h admet des primitives sur

] —o00,1/2[ et sur ]1/2, 4o0]

z+1 1 2x+2 1 2z-1)+3
h(l’): = — = — -
(20—12 2 (2z-12 2 (2z—1)2
1/ 221 n 3
2 \(22—-1)2 (20 -1)2
_l(r 2 -3 -2
S 2\2 20-1 2 (2z-1)2
1/1 -3 1 1 —u/
H(x)= 3 (21n|2x— 1| + 3 om T 1) en utilisant <u) UZ
Hx) = ~lnf2e—1] -2 On obtient d
z) = 7 In|2z 1 55— On obtient donc,
-3 1 1
osur}—oo,l/?[,H(m)ZT2x_1+Zln(—2x+1)
-3 1 1
1/2 H(z) = — —In(2z —1
e sur |1/2, +oof, H(x) 42x_1+4n(a: )
9
t+1
2. | Calculer dt en posant wu =/t
/1t2\/i p Vi
u=+Vt = t=u = dt = 2u du

t=9 = u=3
t=1 = u=1

9 3,2
t+1 1
/Ldt:/%
1 2Vt 1 uta
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Bornes : {

(2u du)

3/8

=2

Exercice 3

1.

- ) u_3:|3
L -3 1
~1 1 r’

u —3u3 |,

(5 25) - (54 )]

[
| 3 81 3
80 _ 160
81 81

Résoudre le systéme
r—ay+z=2
x+(a+1)z=3
r4+ay+3z2=4
d’inconnue (z, y, z) € R, a désignant un paramétre réel.
T —ay +z =2
(S) — x +a+1)z =3
T +ay +3z =4
Ly T —ay +z =2
= Loy x +a+1)z =3
L3 + L1 21’ +4Z = 6
Ly r —ay +z =2
— Ly T +a+1)z =
L3 — 2L2 (2 - 2&)2 =0

Systéme triangulaire de pivots

(2—-2a), 1, —a

e lercas:sia=0

"2026_PCSI DS 05 (2026_01_23)"




2025-26 PCSI

DS 05

Corrigé

x 4z =2 x =2
(S) = x +z = — x =3
2z =0 z =0
Systéme impossible S = ()
e 2émecas:a=1
r -y +z =2
S) = T +2z =3
0 =0
Li— Ly -y —z =-1
= I, { x +2z =3
y = —z+1
— { r = —2z+3

Donc S={(-2z+3, —z+1, 2), z€ R}

e ¢ € R\{0, 1} Aucun des pivots n’est nul. Donc on a un systéme de Cramer

(solution unique)

T —ay +z =2
(S) — x +e+1)z =
(2—2a)z =0
T —ay +z =2
= x +a+1)z =3 car a#1
z =0
T —ay =2
— T =
z =0
Ll — L2 —ay = 71
= L, x =3
L3 z =
L1 — L2 y = 1/a
— Lo z =3
L3 z =0
Donc S =1{3, 1/a, 0}

1 1 0 1 0 0
1 0 -1]=10 1 0].4
0 1 -1 0 0 1
Ly 1 1 0 1 0 0
<~ Lo — 14 0 -1 —-1]=1-1 1 0].4
L3 0o 1 -1 0 0 1
Li+Ly, /1 0 -1 0 1 0
— Lo 0 -1 —-1]=1-1 1 0].4
L3+Ls \O 0 -2 -1 1 1
oL, — 0 1 1 -1
<~ 2L2—L3 0 =(-1 1 -1} .4
-1 1 1
L1/2 1 00 /2 1/2 -1/2
— Ly/(-=2) (0 1 Oo)=(1/2 -1/2 1/2 |.A
L3/(-2) \0 0 1 1/2 —-1/2 -1/2
1 1 1 -1
Donc A est inversibleet A" 1l==-11 -1 1
2\1 1 4

Veérification : on fait le produit A.A~! et on retrouve bien I3

Exercice 4

Soient  a,,

"1 "1 1
=2 ot b=t
k=0 k=0

2. | Calculer par la méthode du pivot, I'inverse de la matrice suivante :

1 1 0
A=(1 0 -1
0 1 -1
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1. ’Montrer que (ay) et (b,) sont adjacentes.

Il faut montrer que I'une est croissante, ’autre décroissante et que la différence

tend vers vers 0

1
-an+1—an=m20

La suite (a,,) est croissante
1
e b, =a,+— Donc
n.n!
1 1
bn - bn = Un — Qn N 1
1 Gnt1 = O+ (n+1).(n+1)! nmn!
1 1 1
m+1)! (n+1)(n+1)! nnl
n+1 1 1

(1) (n+1)

(n+1)(n+1)! nn!
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B n+ 2 1
(n+1)(n+1)!
B n(n +2) B
n(n+1)(n+1)!
~n(n+2)—(n+1)>

n(n+1)(n+1)!
~ (n®*+2n)— (n*+2n+1)
n(n+1)(n+1)!
-1
BETCES CES

Donc la suite (b,,) est décroissante

n.n!
(n+1)2
(n+ 1)n.nl(n+1)

e b, —a, = Donc

m 'rlzllg)(bn - an) =0

Conclusion : les suites (a,) et (by,) sont adjacentes

2. ’ Que peut-on en déduire ?

Donc les suites (
vneN, a, <£<b,

an) et (by,) convergent vers une meme limite £

telle que

Exercice 5

xn

1+a2m

1
Pour n € N | on pose un:/
0

1
dz et vn:/ln(l—i—x”) dx
0

a) ’Calculer ug, U1, Uo.

1
0
1 1 1
1 -1 1
u1:/ x dx:/Ldmzfl— dx
z[x—ln\l+x|][1):l—ln2
1+2% -

1 2 1 1
1 1
0 1+$2 0 1+$2 0 1+$2

= [z — arctan m](l) = [1 — arctan(1)] — [0 — arctan(0)] = 1 — 7 /4

) ’Etudier la monotonie de (u,,). Que peut-on en déduire ?

1 xn—i—l 1 o
& Upi] — Uy = —_— dx—/ dz
" " A 1—|—x”+1 0 1+$n
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1 l.n+1 "
= — dx
o 1+antl 1427
1 anrl(]_ + xn) o Zn(]. + $n+1)
= dz
0 (L+arth)(142m)

1 anrl + x2n+l —pm x2n+1
= / dx
AR TRy

/1 N+l pn
= dx
o (L+arth)(1+am)
1 n
-1
= / (@ —1) dx
o T+ )1 +27)
xn
1 -1 t >
Or, pour z € [0,1] = <0 e (1+$n+1)(1+xn)_0,
a™(x—1)
= <
(142t (1+2n) —
Et 0<1 (Bornes dans le bon sens)

= un+1_un§0

La suites u,, est décroissante
n
e De plus, pour z € [0,1], ——
plus, p [0,1], 7 g

Donc Vn € N?u,, > 0

car 0 <1

e La suite (u,) est donc décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers

une limite ¢ (inconnue) telle que Vn € N,;0 < ¢ < u,

‘ Encadrer u,, et en déduire que lim wu, =0

n—-+o0o
Pour z € [0, 1]
0<z" <1
= 1<1+2"<2 (tout est positif)
= 0< ! <1
T 142 T 2
o o< z" <1n
—x
_1+x”_2
1 1q
= og/ dxﬁ/ —z"dr car0<1
o 1+ 0o 2
1 n+1
= 0<u, < -
<3 [7]
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1
0<uy, <
_U,_2

- (n+ 1)

Or, quand n — +o0,

Donc, par encadrement

2(n+

)

—0

lim wu, =0

n——+00

’En faisant une intégration par partie, déterminer une relation entre u,, et v, ‘

xn

d
1+am .

1
U'n,_/
0

Posons u(z) =In(l+2")

v(z) =1

1
et v, :/ In(1+42") da
0

n—1

v(z) =2x

avec u,v O sur [0, 1]. Donc par intégration par parties :

1
v, = [zln(1 + 2™)], — /O

nxnfl

T dx
1+_xn

1 n
:an—n/ x dx
0 1‘F$n

=In2—n.u,

’Démontrer que pour tout z > 1, lnz<x—1

Etudions f(z)
1—2z

flle)==——-1=——<0pourz>1
T T

Donc f est décroissante sur [1,+oo[ avec f(1) =0

Donc Vz>1, f(z) <0

=

Inzx<x-—1

Inz — 2 + 1 sur [l,4o00][ f est continue dérivable

En déduire lim v,

n— oo

Pour z € [0,1],1+2™ > 1
qui précde

Deplusl+z">1 =
Dou 0<In(l+z") <z"

=

In(1+z") <(1+z")—-1=z"

In(1+2")>0

1 1
= og/ In(1+ z™) dxg/ 2" dx
0 0

=
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1 1
0<wv, < ——1Comme —— — 0 quand n — 400
n-+1 n—+1

d’aprées ce

6/ 8

lim v,
n—o0

Par encadrement

g) ’En déduire un équivalent simple de u,,

Orv, =In2 —n.u,

= lim n.u, =In2
n——+o00o
= N, ~In2
In2
= Uy~ —

n

Exercice 6  (Etude d’une bijection)

f(a) = v/ o2/

On considére la fonction f définie par la relation

1. a) |Sur quels intervalles la fonction f est-elle définie ? continue ? dérivable ?

Préciser la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse 0.

e 1 — \/x est définie et continue sur [0, +oo[, dérivable sur ]0, +oof
x — e %/2  est définie, continue et dérivable sur R
Donc f est définie et continue sur [0, +oo]
et f est dérivable sur ]0, 4o0[

e En 0, étudions le taux d’accroissment :

fl@)=f0)  Vwe®/? e/
r—0 x Nz
Donc lim M = 400
z—0+ z—0

Donc f n’est pas dérivable en 0 et C'y admet une tangente verticale.

b) ’Dresser le tableau de variation de f.

Pour x > 0,

fl@) = (Va) (%) + (Va) (e7*/?)

1 1
= — —I/2 - _1/2
57 (€7 + V(-5 )
efx/Q
- 2V£E(1__x)
Donc f'(z)>0 <«<— 1-z>0 <<= 0<z<1
f(O)=0, f(1)=eY2=— " lim f(z)=0 (croissance comparé)

e r——+00
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T 0 1 400
ra |l + o -
1/\/e

f /! N\

0 0

1 1
e=27 = e~ 2,7T~1,7 %:1’72076

c) |Justifier que la courbe représentative de f présente une inflexion en un
point d’abscisse « a préciser. (C’est-a-dire une valeur pour laquelle la dérivée
seconde f” de f s’annule)

e—x/2 e—ac/2 1 e—ac/2
4 = log)= —(— — — -1/2 _ .1/2
f) = G =a) = g = V) = S (@ et
—x/2 —x/2
= f"(z) _ (e )/'(x71/27I1/2)Jr e (I71/27$1/2)/
—e /2 L e ®/2 1 1
= -1/2 _ ,1/2 - ..-3/2 _ ~..—-1/2
(FE )2 = a2y 4 S (a2 = e )
efa:/2
= .((—x’1/2+x1/2)+(—x*3/2—xfl/z))
—x/2
= ¢ .x‘3/2(—x+x2—1—x)
—x/2
e
274.x\/§(x2—2x—1)
f'x) =0 <= 22-22—-1=0
2422
A=38 $1=¥=1+\/§>0 $2:1+\/§<0

Donc f” sannuleen o =1++/2

fla) = m e—(1+V2)/2

(Valeur absolument impossible & calculer.)

avec

d) | Déterminer l’abscisse du point d’intersection de la tangente & f en « avec
Paxe (Ozx) .

La tangente C¢ en o a pour équation :

y=[f(a)(z—a)+ f(a)

Elle coupe 'axe (Oz) pour y =0 = f'(a)(x —a)+ f(a) =0

23 janvier 2026 17:24
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b)

N ~ fla) __Waer
f/(Oé) e—a/Q(l_a)
2V
__1\iaa+ - 270[ ta
2V
——2(1_+\/\f)+(1+\/§)—+ﬁ(1+ﬁ)+(1+\@)

=34+2V/2~3+4+2-1,4=5,8

Représenter f et sa tangente en « en prenant des unités égales & 2 cm en
abscisse et 10 cm en ordonnée.

Montrer que f réalise une bijection de lintervalle [0,1] vers lintervalle
[0, 1/\/e]. On note alors ¢ Papplication réciproque correspondante.

f est continue strictement croissante sur [0, 1] donc f établit une bijection
de I=[0,1 sur f(I)=][f(0), f(1)]=[0, 1/v/e]

Et sa réciproque ¢ : [O, 1/\/5] — [0, 1] est aussi une bijection continue
strictement décroissante

’Dresser le tableau de variation de ¢

z |0 1/\/e

® /!
0

Justifier que ¢ est dérivable sur |0, 1/,/e]
Soit x=¢p(y) avec ye€ 0, 1/ /e[
On a alors  x €]0,1]

Donc f est dérivable en z et f/(z) # 0

1 1
Donc ¢ est dérivable en y et  ¢'(y) = F'(z) = (f"o)(x)

Conclusion : ¢ est bien dérivable sur |0, 1/\/e[

’Etudier la dérivabilité de ¢ en 0 et en 1/4/e

Le théoréme précédent ne nous dit rien sur la dérivabilité de ¢ en 0 et en

1/+/e

Il faut donc revenir au bindome de Newton.
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Soit & nouveau = p(y) avec y€ |0, /e[ et x€]0,1] b) | On note v Papplication réciproque correspondante.
Dresser le tableau de variation de ).
e En 0
P =9 2=0 _ 20 _ = _ ooap x| 0 1/ /e
y=0  f@-0 f@-0 yie? ~
Quand y — 0, 0 AW
z=p(y) = ¢(0) =0 car ¢ est continue en 0 1
= T e/2 50 c) ’Déterminer un équivalent simple de v au voisinage de 0.
Ly P =00 Soit y = f(x) avec y €]0,1//e[ et x €]1, +o0]
y—0  y—0 - Quand y — 0, z — 400 Ona: y=/xe */?
- ’ _ 1
® gst donc dérivable en 0 et  ¢'(0) = 0 (C; admet une tangente = lny=-Inz— T % arz s 400 et Ing = o(z) en +oo
horizontale en 0) | 2 /9 2 2 01 o) 01
= Iy~ -z = z~—-2hy = y)=z ~ —2lny
e Enl/\/e y—0
Ona 1/ye=f(1) et o(1//e)=1 4. | On considére I’'application composée ¢= pop~!
oy) — p(1/v/e) r—1 Donner son ensemble de fiélfinition o
= Dresser le tableau de variation de g (avec les limites)
y—1/ve flz) = f(1)
Quand y — 1/y/6 ¥ :]0, 1/y/e] = [1, +00[ est continue strictement décroissante
z=¢(y) > 1 car ¢ est continue en 1/,/e = ¢ ':[1, +o0[—=]0, 1/\/e] est continue strictement décroissante
— f(1 110, 1/4/e| —]0,1] est continue strictement croissante
= L{() — f'(1) =0 car f est dérivable en 1 @il /e =10,1]
T = P
.1 Donc g: [1, +oo[*—]0, 1/\/e] —5]0,1]
= = 0
flx) = f(1) :
Donc ¢ n’est pas dérivable en 1/4/e mais la courbe de ¢ y admet une Dou: g est définie sur [1, +oof
tangente verticale. et ¢:[l, +oo[—]0,1] est une fonction continue strictement décroissante :

e) ’Déterminer un équivalent simple de ¢ au voisinage de 0.

py) =z avec f(z)=y=/ze /2
Quand =z — 0, g hV
e%2 51 = Yy~ = x~y?

|1 +o00

= oy)~y* en0

3. a) | On admet que f réalise une bijection de l'intervalle [1, 4+o00[ vers un intervalle
J'.
Donner cet intervalle J’

f est continue strictement décroissante sur I’ = [1, +o0]
donc ' = g(I') =tim f, f(1)] = ]0, 1/v&]
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