PCSI 2025-26

FE 14 a (Continuité)

(05/02/26) Enoncé

Exercice 1 Déterminer les limites suivantes en utilisant les définitions

a) flz) =22 +z+1.

Limite en xg = 2

1
b) f(x) = ?it Limite en g = 1
1
c) f(zx) = 3:1;—’; 5 Limite en zg = 2/3

Exercice 2 f(x dt pourz >0

/m

a) Montrer que f est bien définie sur ]0, +oo[. Etudier sa monotonie.

b) Montrer que pour 0 < z <1, f(z) < / %dt <2
Que peut-on en déduire sur f en 07 ’

/ Lot

Que peut-on en déduire sur f en 4007 7

¢) Montrer que pour 1 <z, f(z

Exercice 3
Soit f:[0,1] —

(Classique)
[0, 1] une fonction continue. M.q. f admet un point fixe.

Exercice 4

1) Soit f continue sur un intervalle I (Hyperclassique)
Montrer que si f ne s’annule pas sur [ alors f est de signe constant sur [

2) Soit f :[0,4o00[— R telle que Em lfl =
oo
a) Donner un exemple d'une telle fonction f telle que f n’admet pas de
limite (finie ou non) en +oo. Démontrer-le!

b) On suppose maintenant que f est continue sur [0, +oo[

Montrer alors que limf = 400 ou limf = —oo (On pourra
+oo +o00o
utiliser le résultat de la question 1.)
Exercice 5 (Classique)

Soit f : R — R une application continue sur R telle que :

Va,y ER, f(z +y) = f(x) + f(y)
a) Calculer f(0) et établir que f est une fonction impaire.

6 février 2026 7:18

b) Soit z € R . Montrer que pour tout n € N, f(nz) = nf(z) . Etendre
cette relation an € Z .
¢) On pose a = f(1) . Montrer que pour tout u € Q, f(u)=au .
[nx]

d) Soit x € R Déterminer lim ——
n—-+4oo n

e) En déduire, en exploitant la continuité de f, que Vz € R, f(x) = ax .

Exercice 6 Prolongement par continuité et dérivabilité
a) Pour z € 0, on pose f(z) = sin(3)
Montrer que f n’admet aucune limite quand  — 0
b) Pour x # 0, g(z) = zsin(1/z)
Montrer que g est prolongeable par continuité. Cette nouvelle fonction
est-elle dérivable en 07
¢) Pour z # 0, h(z) = 2?sin(1/x) et h(0) = 0
Montrer que cette fonction est dérivable sur R. Est-elle C! sur R ?

Exercice 7 Donner des exemples (quand ils existent) de fonctions véri-
fiant les conditions suivantes

a) f:]0, +oo[— R est continue, ni majorée, ni minorée

b) f : [0, +oo[— R f est bornée, monotone et n’atteint pas sa borne
supérieure

c) f:]0, +oo[— R est continue, bornée et n’atteint ni sa borne supé-
rieure, ni sa borne inférieure

d) f:]0, 1] = R n’est pas continue et f([0,1]) est un intervalle
e) f:]0, 1] = R est continue et f([0,1]) n’est pas un intervalle
f) f:]0, 1] — I, I intervalle, f bijective et non continue

g) f:[0, 1] = I, f monotone, I n’est pas un intervalle

h) f:[0, 1] = R, f monotone, f n’est pas bornée

i) f:[0, 1] = R, f bornée et f n’atteint pas ses bornes

j) f£:10, 1] = R, f ni majorée, ni minorée

k) f:]0, 1] — R, f monotone et non bornée

1) f:]0,1] = R, f continue, positive, f(0) =0 et

Ve >0, f n’est pas monotone sur [0, ¢]

m) f:R — R n’est continue nulle part sur R

n) f:R — R discontinue en tout point de R sauf en 0
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