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Exercice 3 ( Intégrales de Wallis ) (Classique)

w/2
Pour n € N, on pose I, = / sin™ ¢ dt
0

a) ’Calculer Iy, I, I
1dt=12

w/2
- [
0 2

I

w/2
/ sint dt = [— cost]g/2 = —cos(m/2) +cos0 =1
0

/2 /2 1 — cos(2t 1 in(2¢)]™/?
IQZ/ sin2tdt:/ Lzcos(2l) 4y 1 [tsm( )] —_
0 0 2 2 2 0 4
w/2
b) | Montrer que I, = / cos"tdt et I,>0
0
Changement de variable : u = g -t = du=-4dt
Bornes : t=m/2 u=0 D’ou :
rmes 14 w= /2 u:
/2 0
I, = / sin”t dt = / sin” (5 — u) (— du)
0 /2
0 w/2 w/2
= —/ cos"(u) du = / cos"(u) du = / cos"t dt
/2 0 0
Montrons que I, > 0
< < < La seule difficulté est de justifier que I, est strictement positive
> > >
Sur [0,7/2], sin™(t) >0 EtO0<7/2(BBS) = I1,>0
Par ’absurde, supposons I, =0
Or sin™(t) >0 = sin™(t) =0sur [0,7/2] Ce qui est faux
Donc I, > 0
n+1
c¢) [Montrer que pour tout n € N ,ona I,19= I,
n+2
Faisons une intégration par parties :
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w/2 w/2
Inio = / sin”t2¢ dt = / sin”t1¢. sint dt
0 0

{

w/2
Inta = [(sin™*! ¢)(— cos t)]g/Z - / (n+ 1)sin" t(cost)(—cost) dt
0

u(t) = sin"tt ' (t) = (n + 1)sin™ t(cost)
V'(t) = sint v(t) = —cost
avec u, vC! sur [0,7/2]

= [(sin"™ Z)(—cos Z) — (sin™ "' 0)(— cos0)]

+(n+1) /OW/Q(sin” t)(cos®t) dt

w/2
=0+ (n+ 1)/ (sin™)(1 —sin®t) dt
0

/2 /2
=(n+1) / sin™ ¢ dt—/ sin"t2¢ dt
0 0

Inyo = (n+1) (In — Into)

n+1
= I = I
n—+2 n 2 n

= (m+2)42=Mn+1), CQFD

Donner une expression de I, 4 'aide de factoriels en distinguant les cas
n=2petn=2p+1.

On applique la formule précédente :

e lercas:n=2p

1 3 13 5 135

I ==1 I=°I,=="] Jo—=2p =222

2= 9% 1T T 9y 676 246"
L=l (p-D@p—3)...531,

T gy PTPT op(2p—2)...642

2p(2p — 1)(2p — 2)...4.3.2.1

T (22 -2)...642)° o

_ (2p)! I
(2°(p(p—1)...3.2.1)°

_ @

-~ 22(ph)2 2
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T o)y
Vérif : pour p=20 Iy = B et (012 =3
T 2! T 2 © 7
P =1 Ih=— et 2. _Z
ourp 27 % ez 2 T 2272 g
e 2¢mecas:n=2p+1
2 2 4 42 6 642
Is=sh =+ Is=-I3=—-= I = —Js = ——=
T3N3 7577 53 [
2p 7  (2p)(2p—2)...64.2
W T o P T gy r 1) (2p—1)...7.5.3
 (2p2p—2)...6.4.2)°
T 2p+1)2p(2p—1)...4321
C(2P(p(p - 1)...321)°  2%(p)?
(2p+1)! (2p+1)!
20(01)?
Vérif : pourp=0: L =1 et ((1)') =1
2 22(11)2 22 2
== 1 . I — = —_—= -
e o 3 “ 4%! |)2 6 4 23 6
8 24(2! 249 2
pourp=2:0=15 ¢ 5 5432 2353 0

Ces formules pourraient, si besoin, se montrer par récurrence.

e) | Etablir que pour tout n € N,

In+2 S In+1 S In

(n+ 1) Ioss ] :% et

T
(n+ 1) Ins1ln = 9
Le plus simple est de le montrer par récurrence sur n € N

1.I,1; =

§  Montrons que

T
e Initialisation : pour n =0 x1l= 5 Vrai en 0.

2
supposons la relation vraie & un rang n > 0 donné.

(HR)

e Hérédité :

Ona: (n+ 1)l = g

(n+ 2

= (n+ VIpIps = g

(n+2)pyolny1 = I,) In+1 d’aprés c)

d’apres (HR)

La relation est vraie au rang n + 1
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e Conclusion :

§  Montrons que

la relation est vraie pour tout n € N

In+2 < In+1 < In

(Il s’agit ici de montrer que (I,) est décroissante)

Pour ¢t € [0, 7/2],

sin"t¢ <

:,/

= In+1 < In

La suite (I,,) est décroissante

0<

sin™ ¢t

sint <1

/2
in"tlt dt < / sin"t dt car 0 < /2 (BBS)
0

Dot Iy <Ipy1 <1,

f) ’Déterminer un équivalent de [,

Ona Ih490<1Iy11 <1I,avec 41 >0
Dot Iyiolpit < 12,1 < Iyt
T T
Or (n + 1>In+1I = 5 = (TL + 2)In+QITL+1 = 5
™ T
= Iyl =——— et I,1o] e
n+1lin 2(n+ 1) € n+24n+1 2(n+2)
D’ou In+21n+1 < (In+1)2 < InIn+1
T T
— < ([ < —
2(n+2) = (Tn+1)” < 2(n+1)
nm nm
— " <n(l)?:< ——
st 2 = ") S 507
nm nm T nm T
Or —~-- =2 Deméme: ——— ~—
" nt2) Tan 2 DOMOMt o Tt
. nm nm T
Donc lim

D’ou, par encadrement

n—+00 2(n + 2)

= (In+1)2 ~ 5

v
= ”(In+1)2’\“§
s
= (L)~ g~ o
( ) n—l 2n
= L~y = I

= lim ——=—
n——+oo 2(n + 1) 2

. 2 E
ngr—lr—loon(In—i_l) )

T
2n

(en remplacant n par n — 1

[T
~ — >
TURY car I, > 0
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