2025-26 PCSI Ch 13 : Développements limités Cours

1 Développements limités

Propriété 1 : « petit o » et fonction epsilon
Soit f une fonction définie au voisinage de 0

F(h) = h.e(h)

avec lime(h) =0
h—0

f(h)y=0(h") en0 <« {

Démonstration L
Posons 5(h):M D'on  f(h) = h™.e(h)

hn )
= Si f(h) =o0(h™) Alors lim Jh) _ 0= lime(h)=0
h—0 h" h—0
< réciproquement :  si f(h) = h™.e(h) avec }llli% e(h)=0

Alors lim J(h) = lime(h) =0 = f(h) =o(h")

h—0 h" h—0

Propriété 2 : la magie des zépsylonnes et petizos
Soient f, g des fonctions définies au voisinage de 0.

a) f(h)=o(h?) = h".f(h)=o(h"*P)
ou encore  h™.o(hP) = o(h""*P)

b) Si n<p
alors  f(h) = o(h") et g(h) = o(h?) = (f +g)(h) = o(A")

et f(h)=o0(h") = f(h)+a.h? =o(h")
ou encore  o(h™) 4+ o(h?) = o(h™) et o(h"™)+ o(h?) = o(h™)
(Les petites puissances bouffent les grosses en 0)
c) f(h) ~a.h? aveca#0 = o(f(h)) = o(hP)

Exemples :
322 4 23 = 222 + o(2?)
222 + 323 + 52 + o(2?) = 222 + 323 + o(2?)

Cela veut dire que dans un calcul z# n’a aucune signification devant o(x?)
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Démonstration

a)

Si f(h) = o(h?)
= f(h) = hP.e(h)
= h".f(h) = h"*P.e(h)
= h".f(h) = o(h"*P)
Soit n<p
e Si f(h) =o(h™) et g(h) = o(hP)
= f(h) = h”.gl( ) et g(h) = hP.ea(h)

= (f +9)(h) = h".e1(h) + hP.g2(h)
- h".(el(h) FRP " ea(h))
= h™.e5(h)

avec  e3(h) =e1(h) + hP ".e2(h)
Or n<p=p-n>0 = f]bj_%hp*":() = ;%%53(}1):0
Dot (f +9)(h) = o(h")
e De méme :
f(h)+a.h? =h".ci(h) +a.h? = h"(e1(h) + a.hP™™) = h".e2(h)
avec e2(h) =¢ei1(h)+a.hP"™ =0 quand h — 0
= f(h) =o(h")
Supposons  f(h) ~ a.hP avec a # 0
f(h)

Alors lim —~% =a
h—0

Soit  g(h) =o(f(h)) ( Montrons que g(h) = o(hP)

= g = e = AN ST g,

Done  g(h) = o(h?) q avec  g(h) = o(f(h))
On a bien o(f(h)) = o(hP)
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Définition 1 : DL
Soit une fonction f une fonction définie au voisinage de xg.

f admet un développement limité d’ordre n en zo sion a:
f(zo+h) =ap+ai.h+-- +an.h™ + o(h")
=ag+ai.h+---+ay.h" + h"e(h)

Propriété 3 fonction continue
Soit f : I — R une fonction et g € I.  Alors

f admet un DL d’ordre 0 en xg :

<=  f est continue en xg

Démonstration

= Supposons que f admet un DLg(xg) :

f(zo+ h) =ap+¢e(h)
Quand h - 0, ¢(h) =0 = f(zo+h) = ao
Donc f est continue en zg et f(xo) = ag

<  Supposons [ continue en xg € 1
=l f(2) = f(x0)
= lim f(zo +h) = f(z0) = 0
On pose alors  e(h) = f(xo + h) — f(z0)
= flzo+h) = f(xo) +e(h)

Propriété 4 fonction dérivable

avec lime(h) =0
h—0

Soit f une fonction dérivable en xg
Alors f admet un DL d’ordre 0 en xg :

<= f est dérivable en xg
f(xo+ h) =ag+ a1.h+ o(h)

avec  ag = f(xo) et a1 = f'(zg)

Et dans ce cas :

Démonstration
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avec  e(h) — 0 quand h — 0

Danscecas: f(zo+h) = ao+o(l) = ap+e(h) avec ag= f(zg)
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Supposons que f admet un DLj(xg) :

f(zo+ h) = ag + ai.h + o(h?)
= lim f(.%'() + h) = ag
h—0

D’outl f continue en xg et f(xo) = lim f(z) = ap
T—TQ

h) — .h h
D’autre part : flwo+ })L /(o) _—— ZO( ) =a1 +o(1)
L iy L0t R) — f(zo) —
h—0 h
Donc f est dérivable en zg et f'(xg) = ag

Supposons f dérivable en xg €

f(xo+h) = f(zo)

= lim Y = f'(x0)
= ¢(h) = flwo+ h})L AC) — f'(z0) = 0 quand h — 0
= f($0—|—h) —f($0) :f/($0)+€(h)

h
= f(zo+h) = f(xo) + h.f'(x0) + he(h) avec }lblir(l) e(h)=0

f admet bien un DL & 'ordre 1 en xg

Propriété 5 : Troncature

Soient n deux entiers

Si f admet un DL & 'ordre n :

n
f(zo+h) = Z arh® + o(h")
k=1
Alors f admet aussi un DL a tout ordre p plus petit que n :

p
flxo+h) = agh® + o(hP)
k=1

Cela signifie qu’on peut toujours abaisser ’ordre d’un DL. Le contraire est
bien str impossible
Exemple :
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2

3

e$:1+x+$—+$—+o(m3) en 0

2

Démonstration

6

Supposons  f(zo + h) Z aph® +

= flzo+h)=

2
= e“zl—i—a:—l—%—}—o(a:z)

Zakhk—k Z axh® 4+ h"e(h) avec  lim e(h)

k=p+1

bS]

I
NE

e
Il
—_

h—0

= apht + hp( zn: aph®P + h”‘%(h))

k=1 k=

p+1

agh® + hPe' (h)

avec ¢'(h) = ( Zn: akhk_p) + h""Pe(h)

k=p+1
Or,pour k€ [[p+1L,n], k—p>1
et donc  lim&'(h) =0

h—0

D'ow  f(zo+ h)

Propriété 6 :

p

k=1
Unicité du DL

= hFP 50 quand h — 0

Soit une fonction f une fonction définie au voisinage de xg.

loppement limité est unique. C’est-a-dire :
Quand il existe, le n-uplet (ag, ..., a,) € R™ tel que
fleo+h)=ag+ar.h+---+a,.h" + o(h”)
est unique
Démonstration

e Montrons, par

pour tout n > 0, le DL & 'ordre n, quand il existe, est unique
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11:04

=0

Si f admet un développement limité d’ordre n en xg alors ce déve-
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e Initialisation : Pour n =0
Supposons 'existence d'un DL & ’ordre 0
Ona: f(zo+h)=ap+o(l) =byp+o(l) = }llin%)f(xg—i-h) =ap=bo
_>

Ce qui prouve 'unicité

e Hérédité : on suppose la propriété vraie & un rang n
Supposons que f admette deux DL & I'ordre n + 1 :
n+1

flzo+h) =" aph® + o("H)
k=0
n+1
et f(zo+h) =) beh* +o(h™)
k=0

Par troncature, on a deux DL a 'ordre n

f(xo+ h) Z agh® + o(h™) Z beh* + o(h™)

k=0 k=0
D’aprés 'hypothése de récurrence, les deux DL,, sont identiques.
C’est-a-dire  (ag,..., an) = (bo, ..., bp)

= f(zo+h)= Z arh® 4 an B 4 o(h™TY)
k=0

n
et flzo+h) = aph® + by h™ +o(h"H)
k=0
En soustrayant, on obtient

0= (an+1 — bn+1)hn+1 + O(thrl) = (an+1 — bn+1)hn+1 + hn+1€(h)
= 0=apt1 —bpt1+e(h) avec lime(h)=0
h—0

=  apy1 —bpy1 =0
Cela prouve I'unicité du DL a l'ordre n + 1 (quand il existe)

Définition 2 : Forme normalisée d’un DL
On appelle forme normalisée d’'un DL au voisinage de xg 'écriture
sous la forme :

f(xo+h) o (aptapiih+: - -+apinh™+o(h™)) avec ap#0
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Propriété 7 : Equivalent et DL
a#0. Alors

~ p
f(zo+h) o a.h

Soit f définie au voisinage de xq et

f(xzo+ h) =a.h? +o(h?) <—

Exemple : Equivalent de  e*—1—2 en 0

2

On a: ezzl—i—x—l—%—i—o(xQ)
72
= ex—l—x:?+0(x2)
2
= el ~ o
h—0 2

2 Opération sur les DL

Propriété 8 : combinaison linéaire

Soient (A, p) € R?

f(zo+h) = Zakhk + o(h*) en 0
k=0

g(xo+h) = Z bih* + o(h*) en 0
k=0

On a alors
n

(Nf+ p.g)(xo+h) = Z(A.ak + b)) + o(h¥) en 0
k=0

Propriété 9 : produit

Soient f, g deux fonction admettant un DL & lordre n en xg

Alors f.g admet aussi un DL & lordre n en xg

Propriété 10 : quotient
1

On se raméne a la forme normalisée et on utilise le DL de

Exemple : tanx
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Propriété 11

: composition

Soit  f(xo+h) = Zakhk + o(h*) en 0
k=0
Et ¢ une fonction telle que  lim g(h') =0
h'—0

n

On a alors  f(zo+g(l)) = Zak(g(h/))k +o((g(h))¥) en 0

k=0
Idée Dans un DL, on peut remplacer h qui tend vers 0 par une autre
variable g(h') qui tend aussi vers 0
Exemples
1
. 1 =1l4+az+22+234+0(2%) en0
-

Quand z — 0, 22 = 0

= 1_x2:1+x2+1:4+x6+0(m6)en0
DLy(0) de () =
. e r)=—"—">
5 . 1+ 2z — a2
f(x):m avec X =2z — 22— 0 quand x — 0
1
— — =1-X+X2-X3 X3
e + +0(X"?)
X =2z — 22
X2 = (20 — 2%)? = 42 — 423 + o(2?)
X3 =8a?
o(X3) = o(x3)
D’ou
1-X = 1 -2z +a?
+X2 = 422 —42® +o(z3)
~X3+o(X?) = —8x3  +o(z?)
f(z) = 1 -2z 4522 —122% +o(z?)
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Propriété 12 : Primitive d’un DL
Si f admet un DL en 0 a 'ordre n
n
Zakhk +o(h")en0
k=0
Alors toute primitive F' de f admet aussi un DL en 0 & Pordre n+1

330 —i—Zak

f(xo + h) =

F(xo+h) o(h"1) en 0

Attention : on peut intégrer des DL pas forcément les dériver !

Propriété 13 : DL en 0 d’une fonction paire, impaire
Soit f admet un un DL d’ordre n en O :

n
= Z aka‘k +
k=0

e Si f est paire, alors tous les termes de rang impairs sont nul.

o(z")

e Si f est impaire, alors tous les termes de rang pairs sont nuls.

Démonstration .
Supposons = Z apz® + o(z"
k=0

e Cas f paire Ona: f(z)=f(—x)

= Z an(—x)* + o(z™) = Z ap(—Dk.2* + o(z™)

k=0

Par unicité du DL, on a: ap = (—1)".az

Donc pour k impair : (1) =—-1 = ap=-ar = a;=0
e Cas fimpaire: Ona: —f(z)=—f(-x)

n n
= Y —apat +o(z") =) ap(-1)" 2" + o(a")
k=0 k=0
Par unicité du DL, on a: —a; = (—1)*.az
Donc pour k pair : (—=1)F = = —aqr=a; = a,=0
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3 Utilisation des DL

3.1 Limite de la dérivée

Propriété 14 : Théoréme de limite de la dérivée
Soit f une fonction telle que

e f continue sur un intervalle

e f dérivable sur I — {a}

. ilg}l f'(z) = ¢ finie ou infinie

f@) - o) _,

r—a

Alors lim

r—a

: dans le cas fini

Propriété 15 : Conseéquence
Soit f une fonction telle que
e f continue sur un intervalle
e f dérivable sur I — {a}

° ;llg(lz fl(z)=¢

existe et est finie

Alors
e lim M =/{ finie
T—a T —a
e Donc f est dérivable en a et f'(a) =
e lim f'(z) = f'(a) donc la dérivée f’ est continue en a
Tr—a
Exemple
Soit f la fonction définie sur R par
In(l+ =z .
f(x): (1;) Slx#oet$>—1
1 siz=0
1. Montrer que f est continue sur | — 1;+o0[
2. Montrer que f est de classe C! sur | — 1;0[U]0; +oo[ et calculer f/(z)
pour x # 0
3. Déterminer lir% f'(z). En déduire que f est de classe | — 1; +o00[ sur R
T—
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méthode
Pour déterminer lir% f'(z) on procéde en 4 étapes
T—r

1. Ecriture de f'(x) sous forme d’un seul quotient ][\)[83

2. Equivalent de D(x)

3. DL du du numérateur N(z) au méme ordre que D(z) puis équivalent
de N(x)

4. Equivalent, puis limite de f’(z). Conclusion

Solution

1. ’Montrer que f est continue sur | — 1; +00]

e Sur | — 1;0[U]0; +o0]
f(z) = In(1+ z)

Donc f est continue comme quotient de fonctions continues.
e En 0

In(l+z) ~ x
z—0
In(1
L ) R
X z—0 X
In(1
o tim (o) = lim BT g )
z—0 z—0 X
Donc f est continue en 0
e Conclusion : f est continue sur | — 1; 400]

2. | Montrer que f est de classe C! sur | — 1;0[U]0; +-o0[ et calculer f(z)
pour x # 0

f est O sur | — 1;0[U]0; +-00[ comme quotient de fonction C*!

x —In(1+ x)
fla) = - —;
o) == T T (Brape 1

3. | Déterminer lin%) f'(z). En déduire que f est de classe | — 1; +o0[ sur R
T—
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Cherchons des équivalents de N(x) et D(z)

(Etape 2) : D(z)=2*1+2) En0 l+4+z~2 = D(z)~2?
(Etape 3) - Pour N(z) on va faire un DL a lordre 2 :
N(z)=z—(1+2)In(l +x)
1
In(1+ x) = x —§x2 +o(x?)
z.In(1+ x) = 2 +o(z?)

1
14+z)ln(l+2z) = = —|—§m2 +o(z?)

Donc N(z)=z—(1+z)In(l+2)= _71332 + o(2?)
= N(x)~ _71352

(Etape 4) :  Donc: f'(z) ~ (—1422)352 = _71

Dion  lim /'(x) = _71

’En déduire que f est de classe | — 1; +oo[ sur R

e f est continue sur | — 1, +o0|

e et dérivable sur | — 1, +oo[\{0}

-1
o=
Donc
g B2 -2
e Donc  f est dérivable en O et f/(0) = —1/2
) ili% f'(z) = f'(0) donc la dérivée f’ est continue en a

Or f est déja O sur | — 1, 4+o0[\{0}

Conclusion : f est donc C! sur | — 1, +o0]
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3.2 Allure de Cf au voisinage d’un point

Propriété 16 : Position d’une courbe par rapport a sa
tangente

Soit f admettant un DL & 'ordre 2 au voisinage de xg :
f(zo+h) = ag+ arh + ash® 4 o(h?) Alors, au voisinage de g
e siaz > 0, alors Cy est au-dessus de sa tangente

e siaz <0, alors Cf est au-dessous de sa tangente

Démonstration

En effet, d’aprés les propriétés précédentes pour un DL & l'ordre 1, f admet
un DL & lordre 1.,

Donc f est continue et dérivable en zy avec
La tangente & donc pour équation

ap = f(wo) a1 = f'(wo)

y=ag+arh
<— y=f(xo)+ f'(x0).(x —xg) carx=umz¢+h

Et donc  f(wg + h) — (ag + a1h) = azh? + o(h?)
Siag >0, onauradonc f(xg+h)— (ap+arh)>0
Cest-a-dire :  f(zg+ h) > ap +arh  au voisinage de xg

La courbe est donc bien au-dessus de sa tangente

Méme raisonnement pour as > 0

4 L’usine & DL (DL classiques)

Propriété 17 : Formule de Taylor Young en zg

Soit une fonction f de classe C™ sur un intervalle I contenant xg.
Alors

Y(zo+h) €1, f(zo+h)= Zf (o Dk o(h™)
xo = 0, on obtient la formule de TY en O :

Et en prenant
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Propriété 18 : Formule de Taylor Young en 0

Soit une fonction f de classe C™*! sur un intervalle I contenant 0.

Z 20t 4 ofar)

Alors Vxel, f(x

La formule de Taylor Young fournit un grand nombre de DL de base :

72 3 " n zk
— - - - ny _— - n
=1l+z+ +3,+ +n!+0(x)— k!+0(x)
k=0
R n 2kt o
T T — +1
oshac—a:—|—3‘+5|+ + o(z7) —k_0(2k+1)‘+0(x )
3 5 7 n 2k+1
R T 7 _ _ x 2n+1
* sinz=z- 5 +5' o + o(x") —kzo( ) (2]{:—|—1)'+0($ )
22 gt 46 n 2k o
ochx—1+?+—+a+o( 6) = (2k)!+0(x )
k=0
22 gt 46 n L 22k o
ocosx—l———km—a—%—ko( 6) :k,o(_l) (2k)!+0(x )
-1 —1)(a—2
o(1+x)a:1+am+a(a2 )m2+a(a 3)'(@ )x3+...
—1)...(a—n+1
) )
n!
1 1 1
o Vitaor=0+2)"2=1+_2— 2%+ —a% 4 o(2%)

2 8 16
Autres méthodes
o L=1—i-ac—|—362—&-~--
1—=x
1
1+z

+ 2™ + o(z™)

=l-a+a’+- -

+ (=1)"z™ + o(x™)

e En primitivant :
1
1+=z

=l—z+42%+ -+ (-1)"2" + o(a")
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e En primitivant :

1
(arctan)'(r) = ——5 = 1—2* + '+ + 2" + oa™")
3 5 2n+1
= arctan(z) :x—%+%+...+ ;n—i—l + o(22n+1)
n p2k+1 _—
=) (=1 + o(z”" )
P 2k +1
3
e tan a l'ordre 3: tanxz =x + T + o(x3)
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