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CONCOURS BLANC - le 3 mars 2026

Corrigé (PROF)

EXERCICE 1|

On rappelle Uencadrement "classique " 2,7 < e < 2,8,
permet facilement d’obtenir les inégalités suivantes :
mégalités que l'on pourra utiliser sans démonstration.

encadrement qui
2<e<3<e?

On note| flafonction x~—4—IIn(z) |et I Dintervalle [3;4]

= Veel, |f'(z)

| < —
12

De plus f est continue et dérivable sur 1

1. ’ Montrer que I’équation  f(x) =z a au moins une solution dans I. ‘

Posons g¢g(z) = f(z) — =z
g(3)=4—-In3-3=1—1In3 avece <3 <e¢?
= —i>-dm3>-1 = 3>1-1mm3>1
Donc  ¢(3) >0
g(4)=4—In4—-4=—-Ind <0

g(3) > 0 > g(4) avec g continue sur [3,4] donc d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe au moins un réel xo € [3,4] tel que
g(xg) =0 Cclest-a-dire  f(zo) = xo

. ’ f est de fagon évidente dérivable sur I. Encadrer  f/(z) pourz €[ ‘

= fw=1

L

1
Pour z € [3,4], 3<2x <4 = <-< car tout est positif
x

=

-1 -1 -1 -1 -1
= — < — < —  (clest-a-di — < f < —

2 S =g Cestirdie g <T@ s g
. ’Montrer que 'équation  f(xz) =z a une unique solution dans [ .

—1

\ 3, 4], fl(x)=-—<0
rel 4, fo) = <
Donc g est donc strictement décroissante sur [3, 4] donc 1”’équation

de g(x) = 0 admet z¢ pour une unique solution.

= J(z) < fl(x) < -1

’Pour la suite on note s cette solution

1f() = fla)| <K |b—al

ue 'on précisera.
q b

Montrer que :  V(a,b) € I? ot K est

une constante élément de ]0; 1]
-1

< —

— 16

Yz € [3, 4], 1—21 < f(x)
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Donc d’aprés I'inégalité des accroissements finis

V(a, b) € I%, |f(a) = F(B)] < f5la— bl

5. |Soit U la suite definie par 1 Up=3 Vn €N Uppy = f(Up)

|

(a) ’Montrerque: VneN U1 —s|<K|U,—s|

|

Pour utiliser la propriété précédente, il faut montrer que
VneN, u, €l

Par récurrence :

o Initialisation : n =10
Up=3€l Vraipourn=20

e Hérédité : supposons la propriété vraie & un rang n € N donné
Or Uy, s) € I?, donc d’aprés la question précédente

=  f(4) < f(Up) < f(3) car f décroissante
= Unt1€[f(4), f(3)]

Mq f(4) = 3 :
f4)—3=4—7In(4)—-3=1-1In2

Or 2<e = h2<1l = Zm2>3
= 1-im2>4>0 = f(4)>3

D’autre part

f8)—4=3-7In(3)—4=-1-7In(3) <0

Donc 3 < f(4) et f(3) <4 avec Uny1 € [f(4), f(3)]
= Uy €3, 4

La propriété est vraie au rang n + 1

VneN, U,el

Ainsi, VneNU,eletsel

e Conclusion :

"CB 26 (v3) MS"



2025-26 PCSI

CONCOURS BLANC - le 3 mars 2026

Corrigé (PROF)

Donc on peut remplacer (z,y) par (U, s)
en utilisant la question 4.b), on obtient :
[f(Un) = f(s)| < |Un — s

— |Un+1*5| §K|Un*5| car f(S):

S

’En déduire que VneN |U, —s|< K"

Montrons-le par Par récurrence sur n € N

e Initialisation : n =0
Uo=3et86[3,4]
= 3<s<4 = 0<s-Uy<1
K = |8—U0]§K0

Vrai pour n =0
Héréditeé :
Ona |U,—s| <K"

= K|U,—s| < K" car K>0

Or |Upt1—s| < K|U, —s| daprés 5)a)
= |Un+1 — S| < Kl

La propriété est vraie au rang n + 1

e Conclusion: VneN, |U, —s| < K"

=

‘S—Uo’ﬁlz

supposons la propriété vraie & un rang n € N donné

(o) |

Qu’en déduit-on concernant la suite U ?

Ona VneN, 0<|U,—s <K"
Or 0<K<1l = lim K" =0
n—-+00
Donc par encadrement lim |U, — s|
n—-+00

lim U, =s
n—-+o0o
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| EXERCICE 2 |

1. | Calculer pour x réel /0 i+ t2)2 en posant u = 1 + t2

+332

71 1+x2
) /1

u=14+t> du=2tdt Bornes{

x 1422 1
/0 (1+t2 /1 w2 2
2 |u

~+
H

]

1—}-3;2

—1
— du

u2

2. | Résoudre sur I’équation différentielle

(1+22)2y + 22y =2 eTra?

Vz € R, 1+ 22 # 0 Donc

1
(1+22)2 ¢ + 22y = 1 e1+2?

(E) <—
1
— - 2z oz elts?
VY aTa VT a2y
2x
. / _ / _
e EHA : (Eo) y—i—my—O — Yy +a@)y=0
A B x
vec a(.f) = 2m
D’apres la question précédente, une primitive de a est
-1
Alx) = ——

1
Don  yo(x) = Ke 4@ = Kexp <1+xQ> avec K e R

e Solution particuliére

. 1
On cherche une solution du type yp(z) = C(z)exp <1+$2>
1 1 —2x
vp(@) = C'(x) exp <1+a:2> +C(x) exp <1 + a:2> (1+22)?
D’ou
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(E)
1 1 —2z
/
= C’(:U)exp<1+x2)+C’(x)exp<1+x2> 15 27
2z 1 T elte
A et e <1+x2> 1+ a2
1 x elte?
! —
= Clo)exp (1+a:2> T (1 a2)
x
= ((2)= e
Donc C(z) = 2(1;1 2y convient
x
(z) = _ -t b
W= o1 a2y PP\ 1122

e Solution générale

1
1) = o

—1
—|—x2> D)

1
xp <1+x2

)

1 1
= K- — KeR
[ 2(1 —I—xQ)} P <1 +x2> avec & €

| EXERCICE 3|

On admet que les conditions

a=1 VneN ap41 =

NG

1

1
B 2n+1

Vn € N,

by, = 2" In(ay,) ‘

définissent bien une suite a & termes strictement positifs , et on pose

1. | Montrer que Vn € N*, b,

1
=37 2% (1 — 2k>

Pour n € N*
In(an+1) =1In (1 M’i) =1In(y/a,) —In <1
— T
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o 2n+1>
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1
=5 In(ay) — In (1
D’ou

bar1 = 2" In(an11)

1
- 2n+1
=2"1n(a,) — 2" 1n <1 -

1
2n+1
1
2n+1
1
2n+1

D’ou, en remplaant n par k — 1, pour k > 1
1
—2F1n (1 — 216) =by — br_1

n 1 n
= Z —2%1n <1 — 2k:> = Z(bk—bk,l) =b,—by (par télscopage)
k=1 k=1

= bn b() = 20 ln(ag) =0

=b, — 2" In <1 —

=  byy1—by,=-2""1n (1 —

car

n 1
Dot VneN*, b,=-> 7 ;2Fn <1 - 2k>

Montrer que  Vz € [0; %] r<—In(l-z)<z+a2°

Posons g(z)=z+In(l—z) et h(z)=x+22+In[l—-2z) pour
z €0, 1/2]
g et h sont définie dérivables sur [0;1/2]
1 -z
"(z)=1- <z<1/2

e ¢(2) 1—$1—m<0 pour 0<z<1/

Sur [0,1/2], ¢'(x) <0 donc g est décroissante

et comme ¢g(0)=0 ona

Ve €[0,1/2], g(x) <0 etdonc z<-—In(l—ux)
o Vz €[0,1/2],

1 14+22)(1—2)—1
W)y =140 L = (1201

1—z 1—z
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Cl-z+22-222 -1 x—22% z(l-21)
1—-x 1—-x 1—2
Sur [0,1/2], 1-22>0, >0, 1 —2>0
Donc  h'(z) >0 et h est croissante. Or  h(0) =0
Dou h(z)>0 = a22+2z2>-In(l-2x), Vxel0,1/2]

Les deux inégalités sont donc vérifiées

1
VneN* n<b,<n+1-—

2TL

3. | Montrer que

Par récurrence sur n € N
1
e Initialisation : pour n =0, bg =0, n+ 1 — =3
L’inégalité est vérifiées au rang n =0

e Hérédité : supposons 'encadrement vrai & un rang n > 0 donné

1
n<b,<n+1l-— (1)

2n

On a

D’apres le calcul de la question 1), on a

1
bn+1 = bn — 2TL+1 In <1 — 2n+1>

1 1

Ona 2"l>2 = 0< §§

S o

1
1
2n+1

1 | 1 1 1 \?
2n+1 S - Il(l - 2n+1) S 2n+1 + 2n+1

On peut donc remplacer x par dans I’encadrement du 2)

1
1
En additionnant  (1)4(2) :
1
n+1<b, —2"In(1 - 2n+1) < M,

1
——) < M, avec

B 2n+1

n+1<byiln(l

2 1
B 2n+1 + 2n+1)

1
My=mn+1-—)+(1+

o )=n+2

2n+1
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L’encadrement est donc vrai au rang n + 1

e Conclusion :

I’encadrement vaut pour tout n € N

limite L

En déduire grace a un encadrement de a,, que a converge et donner sa

1
n<b,<n+1-——

2TL

Pour tout n € N, On a

1
n<2"In(a,) <n+1—- —

— on
1
= ﬁgln(an)ST car 2" >0

n . .
Quand n — +o0, on 0 (Croissance comparée)

n+1—-1/2" n 1 1

La suite (Ina,) est encadrée par deux suites qui tendent vers 0

D lim 1 =0

onc  lim n(an)

= lim a, =¢” =1 par continuité de la fonction exp
n—-+o0o

anp — L

Déterminer un équivalent simple de

On sait que  exp(X)—1~ X quand X — 0

Or X:%%O quand n — +00
B n_y n
Un = €XP o o o om

On a donc

2n

n+1-1/2" n+1-1/2"
et v, =exp| —— P

27’L

Or n—+4oc0etl1—-1/2" =1 = 1-1/2"=o0
n
—1/9n  ~ ~
= n+1-1/2 T G S S v

Or u,<a,—1<w,

Up, a, — 1 U,
= < <
n/2" — n/2n T n/2"

(n)

pour n > 1 car n/2" >0
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U Un,

D’aprés les équivalents précédents lim " — lim =
P ! p n——+o00 n/2” n——+o0o n/2”
) ap —1 n
Dongc, par encadrement lim — = = ap—1 ~ —
n—-+oo n/Q” n—+oo 2N

|PROBLEME |
Pourn € N onpose |I,= fog cos™(x)dx ’J =+ 1)1 ‘

o [Ro= T

1. ’Etudier la monotonie de la suite (I )nen

Pour n € N,
w/2 w/2
Iy — I, = / cos" T (z) do — / cos"(x) dx
0 0

/2
= / cos" 1 (z) — cos™(z) dx
0

w/2
= / cos"(x)(cos(z) — 1) dz
0
Or, pour z € [0,7/2], cos"(x) >0 et cos(z)—1<0
w/2
= ILig—1I,= / cos™(z)(1 — cos(x)) dz <0
0

= VneN 1 <I,

Donc la suite (I,,) est décroissante

2. | Montrer & l'aide d’une intégration par parties que :

n+1
VneN Iio= I,
"c P g2
/2
Pour n € N, Iny2 = / cos" ™ (z) cos(z) da
0
_ n+1 / _ n .
Posons u/(x) =cos""(z) u/(z) = ' (n+1)cos™(x) sin(z)
v'(x) = cosw v(z) =sinz

avec u,v Ol sur [0, 7/2]

15 mars 2026 12:50

5/ 9

n+1( ]W/Q

Inyo = [cos™ ™ (x) sin z],
/2
_ /0 —(n+ 1) cos"(z) sin(z) sin(x) dz
= [cos™ " (m/2) sin(r/2) — cos" ! (0) sin(0)]

/2
+ (n+ 1)/0 cos™ () sin?(z) dx

w/2
=[0—-0]+(n+1) /0 cos™ () (1 — cos?(z) dx

In+2 = (n + 1)(In + In+2)
= (m+2)42=Mnm+1)l,
n+1
n—+2

= Ipyo= I, pourn e N

est constante et calculer J, pour

Montrer que la suite  (Jp)nen

neN

Jn = (n4 DIyl

=  Jap1 = (TL + 2)In+lIn+2

n+1
= 20,1 ——1
(n+ )n+1n+2n

= (T'L + 1)In+1_[n
=  Jpt1=Jn pourtoutn €N
Donc la suite (J,,) est constante

Dou VneN, J,=Jy=(0+1)I];
w/2 w/2
avec I —/ cos’(z) dz —/ 1.dx =m/2
0 0
w/2 9
et I = / cost(z) dz = [sin :B]g/ = sin(7w/2) — sin(0) =1
0

Donc VneN, J, =

NSRS

Montrer que :  Vn € N, [,, > 0 (on commencera par prouver que

I > 0)
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w/2
I, = / cos”(x) cos(z) dx
0

Or, sur [0, 7/2], cosx >0 = cos"(z) >0

w/2
= / cos"(x) cos(z) dz >0 car 0 <1 (BBS)
0

= I,>0
D’autre part :
=+ I =7/2 =
= I,#0
I, >0 pourneN

(77, + 1)In[n+1 75 0

Donc

5. | Utiliser notamment la monotonie de la suite
n

(In)neny  montrer pour
1

n €N, que ST 1J2n < nK,% et §J2n+1 > nKz
K,=1,, e J,= (TL + 1)Infn+1 =  Jo, = (2n + 1)12n12n+1
Soit n € N

Par équivalences : il faut donc montrer

m n 1 (2n + 1)I2nI2n+1 S nIZQn

<  nlylni <nll,
— Iy41 < Iz, car nly, >0pourn >0
Ce qui est vrai car (I,,) est décroissante

Pour n = 0, 'inégalité est triviale

Donc la premiére inégalité est vérifiée

1
Montrons ’autre inégalité : §J2n+1 > nKz

Pour n e N
nK?2 = nls,Ioy,

Or (I,,) est décroissante donc, pour n > 1
Ion < Iop—1

= nl2, <nly_1l, car nlay, >0
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= nl3, < 3(2nln_11,)
Or VneN, J,=n+ 1)1

= nl3, < 3Jon1

= Jon—1 =2n.ds, 11,

Or (Jp) est constante donc  Jap—1 = Jop41
1

D’on §J2n+1 > nKTQL pour n >1

Pour n=20 %J2n+1 = %Jl =7JetnkK, =0

L’inégalité est également vérifié

n

Jor, < nIK2
172 ="

1
Donc Vn €N, §J2n+1 <

Remarque : autre démo pour la deuxiéme inégalité.

La deuxiéme inégalité donne, par équivalences :

1
§J2n+1 >nK?2

1
5(271 +2)Iopt1loni2 > nl3,

1 2 1
5(271 + 2)[2n+1%12n > nl2, en remplagant n par 2n
)

1
5(2n + 1) Iopi1lon > nl3,
1
(Tl + 5)[271_;,_1 >nly, car Iy, >0

1
n(Ions1 — Ion) + §[2n+1 >0
(2n + 1)12n+1 Z (2n)[2n

reste & montrer que la suite (k.Iy) est croissante c’est-a-dire

Vk €N, (k+ 1)y > ki

bEr T EL

I

—_

par récurrence sur k

e Vrai pour k=0

e supposons la relation vraie & un rang k£ donné

k41
(k+ 2> = (k+2)7 1 ST = (e DI > (k+ D
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Car la suite (I,,) est décroissante
Vrai au rang k + 1
Donc , Vk € N, (k+ 1)1+ > ki,
Dou (2n+ 1)Izp+1 > (2n)1ay,

La deuxiéme inégalité est vérifiée pour tout n € N

6. | En déduire lim nK,%

n—-+0o

_ (2n+2)!
T4t (n+ 1))2
Relation vraie au rang n + 1

T
2

e Conclusion : La relation est vraie pour tout n € N

D’aprés les inégalités précédentes :

1

et

n+3
On considére la suite  (Up)nen+ définie par  Vn € N*, |U,, = Z' e’j
la suite  (ap)nen+ définie par  Vn € N*| |a, = In(U,y1) — ln(Un)‘
2
la fonction f définie sur | — 1;4+00[ par fx)=In(1+=z) — 2f
x

n 1
Vn € N, o + 1J2n < an% < §J2n+1
n n w™ nwT T
O J = —_~ —— =
Tl T 2mt12 2m2 4
1 s
t =J = -
e 5 /241 =5
Donc par encadrement (nK?2) converge et lim nK? = T
n—-+0oo 4
2n)!
7. | Montrer par récurrence que : VYnéeN K, = 451 (Z?) 5 72r
e Initialisation : Pour n =0 :
™ 2n)! =« o 7 = )
Kozfozaet 4n(n!)2§:40(01)2§:§Vralpourn:0
e Hérédité : supposons la relation vraie & un rang n donné
o @2n)! 7
Ona  Kn= iz
K1 = Ionya
2n+1
= I ‘aprés 1. 2
o 1 220 d’aprés )
2n+1 (2n)! «
= : — (H.R
2n+2 4n(n!)? 2 (HL.R)
_(2n+2)2n+1) (2n)! 7
(2n + 2)2 4n(nh)? 2
1 2n+2)! =«

4n+1)2  4r(nh)? 2
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1. ’Déterminer un développement limité a 'ordre 3 en 0 pour f(z)

2x
= In(1 + ) —
f@) =1 +0) — 2
2z 2x _ 1
9+z  2(0+2/2) 1+a/2
1 1

1+2/2 1+X
=1-X+X? - X3+ 0o(X3)

avec X=z/2—-0qdx—0

2 3

q 3
=1 2+4 8+0($)
N 2r 1
2tz 1+z/2
z? 23 5
——l‘—i-?—z-FO(ZE)
2 .3
Or ln(l—i—:c):m—%—i—%—i—o(x?’)
1
= f(z)=(1/3-1/4)2® + o(x3) = — 2% + o(a?)

12
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1

U, 3
2. |Pour n € N*  simplifier (7}+1 fz) = Ex +o(2)
n
1 .
= : _ 1 1 3
et vérifier que :  a, = (n+3) f(3) = f(x) o 108
n+1+31 1 11
(n+1) 2 ) Quand n — 400, = =0 = f(1) ~ ——
Ups1 _ (n+Dlentt  (n+ 1)"+1+§ nl e n n—+oo 12 n
Un +% nn+% ( + 1) entl et (n + 1) ~ TN
n' er 2
TH—l o 1 1 1/12
_(n+1) 2(n+1)' 1 = an_(n—i_g)f(E)n—;\—Ji-oo 5
nts (n+1)e — ; =
) On admet que dans ces conditions la suite  (Ap)n>2  définie par
_ (n+1)"2 1 A, =171 ay, converge.
- nn-i—% e
nt1 ntd . 4. | Simplifier A, pour n >2 et en déduire que la suite  (Up,)pen=
= ( ) . converge vers une limite L > 0
n e —
Upis A, = Z ar = Y (U1 — InUp) = In(U,) — In(Uy) par
anp =I(Upt1) —In(U,) =1n < U > =1
n télescopage
1 n+1 3/2
_ - _ 1 1
= <n—|— 2> ln ( n ) 1 avec uy; = 71!61 = g = hl(Ul) =1
Drautre part Donc A, =W(U,)+1 = WU)=A4,-1 = U,=e!
<n + ;) f (1> Notons ¢ la limite de (Ay,)
n
] 2/ Alors, par continuité de la fonction exp
_ 1y _ n . _

1 2n+1 2

2 2n+1 Partie I11

1 1
— ) (ln(1+=) -1 2 ys
<n * 2> (n( * n) 1. |Montrer que : Vn € N* nK2 = %U—;
L’égalité est donc vérifiée 2n
. (2n)! w
3. | En déduire I'existence d’une constante C' strictement positive telle que Dlapres 1.7 Ky = 47 (nl) 9
In 002 ((2n)1)? = ((2n)1)?
+oo n 2 _ o 2
= nk; = anzmhi s T ()
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D’autre part :

1\ 4
n"t3
w2 Ué w2 nlen

?Uign N 2 <(2n)2n+%>2
(

w2 n"ta ! (2n)! 2" ?
2 \nlen (Qn)%-%

_ 7T2 n4n+2 ((2n)')2 e4n
9 (n!)4 edn (2n)4”+1
B 7T2 ((2n)!>2 n4n+2
T2 ()t 2t pAndd
2 ((2n)!)2 n
T Ty a2
12

— nn2 ((2n)) 1

()t 420+l

L’égalité est donc vérifié

2. | En déduire une nouvelle expression de

: 2
limy, 400 K

en fonction

de L.
2 Ul
Quand n — 400, U, — L dou Uy — L = ——2 —
n? L* B 2 L2
2 L2 2
2 L2
Donc la suite (nK?2) converge et lim nK2=—"
n——4o00 2
N
3. |Montrer que L = N
. 2 E
On a vu en 1.6 que ngrfoo nK; = 1
Donc par unicité de la limite :
272
mL 7T 1
=— = [’=_—
2 4 2
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=

avec

L=e¢"1>0
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