2025-26 PCSI

Ch 14 : Limites, Continuité

Cours

1 Dérivation

1.1 Définitions
Définition 1 : Rapport de Newton
On note M le rapport de Newton, ou taux d’accrois-
T — xo

sement, de f en a
C’est aussi le coefficient directeur de la droite (AM) avec

A(ﬁo, f(x(])) et M(wv f(.fU))

Définition 2 : Dérivée

Soit f : I — R une fonction et a € I.

f est dérivable en z( si et seulement si

f(x) = fwo) _ lim f(zo + h]i — f(=o)

T — X h—0

lim existe et est fi-
T—T0

nie.

cette limite

f'(zo)

Définition 3 : Dérivée a gauche, a droite
Soit f : I — R une fonction et xg € 1.
f est dérivable a droite (resp. & gauche) en zg si et seulement si

Dans ce cas, on note

i £ ®) = f(z0) (resp.  lim f(z) = f(z0) )
:L’—>acg T — o =T T —To

existe et est finie.

Dans ce cas, on note cette limite  fj(zo) resp. f;(zo)

Exemple :  f:xz+— |z| est dérivable a gauche et a droite en 0.

Propriété 1 : continuité et dérivabilité
Soit f une fonction dérivable en xg .

Alors f est continue en g .

Démonstration
Ona: f(xo+h)= f(zo)+ ah+ o(h)
Quand h — 0, o(h) =0, donc f(zo+h)— f(zo).

f est bien continue en xg
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Propriété 2 : Dérivée et équivalence

Soit f une fonction admettant une dérivée non nulle f'(xp) en g

Alors  f(x) — f(zo) ~ f'(@o)-(x — o)
ou encore :  f(xg+h) — f(xg) ot f(x0).h
Démonstration
f dérivable en xg
= [wo) = lim f(a:a)? = iixo)

= f(z)— f(zo) > f'(@o0).(x — o)

f'(xo) #0

car

Exemple

f:x— ™ est dérivable en 1 et

=
=
=

f(z) =n.an !
) =n

f(I+h)—1~ f/(1).h ~n.h.
(1+h)*—1~nh en O

Propriété 3 formules de calculs
(a.f +bg) =a.f +b.g
(f9)=rfg+ /g

(f"Y =nf L.t

<f>' fla—1d
g g9?

(fog) = (f'og) x ¢

Définition 4 : Dérivée sur un intervalle
Soit I un intervalle de R .
On dit que f est dérivable sur [ si elle est dérivable en tout point
de I.
La fonction qui a tout point de I associe le nombre dérivé de f en
ce point est appelée la fonction dérivée de f et est notée f'.
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Propriété 4 Dérivée et tangente
e Si f est dérivable en a alors Cy admet une tangente en a de
coefficient directeur f’(a) et d’équation

y= (@)@ a)+ f(a)
co o f@ =@

=400 (resp. —o0),
T—a T —a

alors C'y admet une tangente verticale en a

Propriété 5 : dérivée de la réciproque
Soit f une fonction continue, strictement monotone sur un inter-
valle I, alors f admet une réciproque f~! de f(I) sur I et :

Pour tout point y de f(I),
Si  f est dérivableen = f"'(y) et si

alors  f~! est dérivable en y

et (YW = ! !

T @) (fo FN(y)

f'(x) #0,

F'(F=Hy)

2 Accroissements finis

Définition 5 : Extremum global

Soit f : I — R f admet un maximum (resp. minimum) global en
a € I si et seulement si

Veel, f(x) < f(a) (resp. Vxel, f(x)> f(a)

Définition 6 : Extremum local
Soit f : I — R f admet un maximum (resp. minimum) local en
a € I ssi

Ir>0,Veel, |r—a|l<r= f(z) < f(a)
(resp. f(z) = f(a)

Propriété 6 : Dérivée et extremum

Soit f une fonction définie sur [a,b] admettant un extremum local
en xg €|a, b (intervalle ouvert) et dérivable en zg .
Alors  f(z9) =0
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Démonstration
Si f admet en xp un maximum local
Alors il existe 7 > 0 tel que Vz €lxg — 7, zo + 7],

f(x) = f(z0) <0

f étant dérivable en xg , on a :

flz) < flxo) =

o) — i T@ =T @) = Fa)
w—)xar T — o Ty T — X
e Siz>xy, z—290>0 = MSO
r — Xo
S am B IE) o <0
z—xd T —Zo
e Siz<xzy, z—29<0 = MZO
T — T
o g L@ SO S #(z0) > 0
T—Ty T — X0

f'(x0) =0

Pour f admettant un minimum, il suffit de remplacer f par —f

e Conclusion : on a donc

Propriété 7 : Théoréme de Rolle
Soit f une fonction

e continue sur [a, b]

e dérivable sur ]a, b[

e telle que :  f(a) = f(b)
Alors il existe ¢ € |a,b[ tel que:  f'(c) = 0.
Attention : Dans ces propriétés, soyez attentifs au différents inter-

valles :
e Continue sur U'intervalle fermé [a, b]

e Dérivable sur U'intervalle ouvert |a, b

Cela dit, si une fonction f telle que f(a) = f(b) est dérivable sur l'intervalle
fermé [a,b] , a fortiori elle vérifie les hypothéses du théoréme.
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Démonstr.'ation ) ) , ) Or: g¢(z)=f(z)— f(b) — f(a)

f est continue sur lintervalle fermé borné [a,b], donc elle est bornée et b—a

atteint ses bornes. o , f(b) — fla) ;o f(b)— f(a)
Cest-a-dire qu’il existe (a, 3) € [a,b]? tels que gl=0 = flo- b—a 0 = flog= b—a

fla)=m= mlnf et f(B)=M= mmf

[a,0] [a,0]

e 1cas:si m=M = f(a)
Alors : Va € [a,b], f(z) = f(a) f est constante
Donc  Vz €]a,b], f/(x) =0.

e 2°m¢ cag :Supposons maintenant : M # f(a) = M > f(a)
Alors f atteint M en un point ¢ qui n’est ni a ni b.
Donc f est dérivable en ce point et comme c’est un extremum de f, sa
dérivée y est nulle.

e M cas:Si m# f(a).
Il suffit de remplacer f par —f et on se retrouve dans le deuxiéme cas.

Propriété 8 : Egalité des accroissements finis
Soit f une fonction

e continue sur [a,b] (fermé)

e et dérivable sur |a, b[ (ouvert)

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que :

Cela veut qu’il existe un point dont la tangente est paralléle & la droite
(AB) c’est-a-dire qu’elles ont méme pente (ou coefficient directeur)

Démonstration

Soit f continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b|
£(b) —

Posons  g(x) = f(z) — LW =S(@)

e (x —a)
g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b]
On a de plus:  g(a) =

f(a) et g(b) = f(b) —

D’aprés le théoréme de Rolle,

g'(c)=0

il existe ¢ €a, b] tel que
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Propriété 9 : Inégalité des accroissements finis sur [a, 0]
Soit f : [a, b] — R une fonction
e continue sur [a, ]

e dérivable sur ]a, b].

e telle que Vz €la, b, m< fl(z) <M

Alors V(ay) € ot el aue s £y, m< TOZIE o
Démonstration
Pour z <y Ona[z,y] C [a,0]
on a f continue sur [a,b] donc continue sur [x,y],
f dérivable sur ]a, b[ donc sur |z, y],
Donc d’aprés 'EAF, il existe ¢ €]x, y[ tel que f/(c) = fly) — f(@)

y—x

Orvxe]avb[amgf/(c)SM d’on mSMSM

y—x

Siy < x, il suffit d’échanger les notations z et y

Remarques
A) Le théoréeme s’applique évidemment au cas x = a et y = b, ce qui
donne :
e IO 1@ _
—a
fly) — f(z)

B) L’inégalite m < < M permet d’encadrer f(y) — f(x)

y—x
Mais alors il faut faire attention au signe de y — x :
m(y —x) < fy) — f(z) < M(y — =)

cary—x >0

flz) <m(y —x)

e Six <y, alors

e Sixz >y, alors M(y—=x)< fly)—

car Y, <0
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C) Le théoréme tient encore quand on a l'une des deux inégalité :

m < f'(z) donne m < W
fl(x) S M donne M S M
y—z

Propriété 10 : IAF avec valeur absolue
Soit f une fonction

e continue sur [a, b] (avec a <b)
e dérivable sur Ja, b] telle que :
e Vx €la, b, |f'(x)]<K
Alors Y(z, y) € [a, b]?,

|f(y) — f(2)] < Kly —

Démonstration

Siz =y, l'inégalité est triviale
Six#y.

Pour tout z €]a,b], |f'(z)| < K =
Donc d’aprés 'TAF :

—K < f'(z) <+K

_Kgﬂw—ﬂ@SK N V@%ﬁ@)SK
y—x y—x
N !ﬂw—f@NgK
ly — x|

= |f(y) = f@)| < K|z —y| carly—z[>0

Exemple

Soit  f:I — I wune fonction définie et dérivable sur un intervalle I telle
que Veel,|f(x)| <M<1

De plus f admet un point fixe a €l

Soit (uy) une suite définie par  up411 = f(u,) ettq Vne€Nwu, €T

Montrer alors que la suite (u,) converge vers a
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3 Applications

3.1 Fonctions monotones

Propriété 11 : Fonction constante
Soit f une fonction continue sur [a, b] (avec a < b) et dérivable sur
la, b[. Alors

f est constante sur [a, b]
si et seulement si :  Va €la, b,

f'(@) =0

Démonstration
= FEvident

< Supposons : Vz €la, b, f'(z) =0
Alors: Y(z,y) € [a, b*, [f(y)—f(z)] <0.Jy—z| = f(z)=f(y)

Propriété 12 : Fonction monotone

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].

Alors f est croissante (resp. décroissante) sur [a, b]

si et seulement si :
Vz €la, b,

F@) =0 (resp. f(z)<0).

Démonstration
= Supposons f croissante sur [a, b]

r<y = f@)<fly =

y—x
sy = f@ziw » 15
Dans tous les cas, le rapport de Newton est positif, donc sa limite est

aussi.

Donc  f'(z) >0

< On suppose :  Vz €]a,b], f'(x) >0
Soit x <y. D’aprés I'TAF, on a :

fly) = f(@) >0.(y—2) = f(z)<fly)

f est donc croissante.
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Propriété 13 : fonction strictement monotone

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, 0.

Si /> 0sur |a, b (resp. f'(x) < 0 sur Ja,b[ ).

alors f est strictement croissante (resp. strictement dé-
croissante) sur [a, b

Attention : il n’y a plus équivalence.

Par exemple f(z) = 2% qui est strictement croissante mais f/(z) = 32
n’est pas strictement positive sur R

Démonstration
Soit (x, y) € [a, b]? tel que z < y

D’apres 'EAF, il existe ¢ €]z, y[ tel que :

f'(c) = f(y:;:i(m)
= fly) = fz)=(y—2)f(c)
Or cé€lz,yl = c€la,b = [f(e)>0
et <y = y—x>0

Donc (y—z)f'(c) >0
= fly) > f(x)

Donc f est donc strictement croissante sur [a, b

Propriété 14 : fonction strictement monotone (2)

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b].

Si />0 la, b[  (resp. f'(z) <0 la,b[)
sauf éventuellement en un nombre fini de points alors

sur sur

f est

strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur [a, b]

Démonstration Cela se démontrerait sans peine par récurrence sur le
nombre fini de points.
Montrons le cas ou il n’existe qu’un point problématique ¢ €]a, b]

[ est continue sur [a, c] et sur [¢,b] et f' > 0 sur [a, [ et sur |e, b]
Donc f est strictement croissante sur [a, c| et sur [c, ]

Soient z,y deux réels de [a, b] tels que x < y. Montrons que f(z) < f(y)
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e ler cas : x et y appartiennent & un méme intervalle [a, c] ou [c, b]
Or f est strictement croissante sur cet intervalle donc  f(z) < f(y)

e 2eme cas : x et y appartiennent a deux intervalles distincts : z € [a, [ et
y €]c,al. Or f est strictement croissante sur [a, | et sur [c, b] donc

flx) < [fle)et flo) < [fly) = [flz)<[f(y)

Dans tous les cas, on a bien  f(z) < f(y)
Donc f est strictement croissante sur [a, ]

Propriété 15 : Extremum local
Soit f deéfinie et dérivable sur [a, b] et zg €]a, b[

Si  f’ s’annule en ¢ en changeant de signe
Alors  f admet un extremum local en xg

« f' annule en xy en changeant de signe », cela signifie qu’il existe o > 0

tel que f'<Osur|zg—a, zo[ et [ >0sur ]z, zo+ ]

ou bien le contraire.

3.2 prolongement de la dérivée

Propriété 16 : Théoréme de prolongement de la dérivée
Soit [ un intervallede Retaelet f:I— R telle que
e f est continue sur [

e f est dérivable sur I\{a}

e lim fl(r)y=¢ avec L€R
Alors lim M =/
r—a Tr—a
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Propriété 17 : Théoréme de prolongement de la dérivée
(cas fini)

Soit [ un intervallede Retaelet f:I—R telle que

e f est continue sur [
e f est dérivable sur I\{a}
e lim f'(x) =¢ / fini

r—a

Alors

L S0 1)
T—a Tr—a

f'(a) =¢

donc f’ est continue en a

e Donc f est dérivable en a et
e Bt f/(a) = lim f'(2)
r—a

Démonstration

On va démontrer la dérivabilité & droite. On ferait de méme pour la
dérivabilité & gauche

On suppose donc f continue sur [a,b] = I, dérivable sur ]a,b] et telle que :

lim f'(z)={ avecl€R

z—at
Il s’agit de montrer que f est dérivable en a c’est-d-dire que

L) - )

z—at r—a
Soit encore que M — 5’ <e pour |z —al «assez petit»

Tr—a
Soit € > 0
Ona lim f'(x) =/ donc il existe a > 0 tel que
z—at

Veel, a<t<a+a = |f(t)—¢<e
Soitxeltelquea<ar<a+a
On a f continue sur [a, x] et dérivable sur ]a, z]

On peut donc appliquer 'EAF sur [a,a + ] :
z) — f(a
f@) = @) _

Il existe ¢ €]a, x| tel que
r—a
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Or a<e<z e zz<at+a = a<c<a+ta

et donc |f'(c) — /| <e
= W—E <e pour tout x €la, a+ «f
= lim M—E’:O

z—at T —a

On a donc bien  f/(a) =4
Propriété 18 : Prolongement de la dérivée (cas infini)

Soit I un intervalle de R et a € 1.
Soit f une application continue sur I et dérivable sur I'\{a} telle

que : lim f'(z) = +oc0 (resp . —o0)
r—a
Alors lim @) = J(a) = 400 (resp. —00)
T—a Tr—a
et Cy admet une demi-tangente verticale en a

4 Dérivées successives

Définition 7 : Dérivées successives

Soit f une fonction définie sur un intervalle I

Si f’ est dérivable, on note f” la dérivée de f/, appelée dérivée se-
conde de f.

Si f” est dérivable, on note f” = fB3) = (f”) la dérivée troisieme
de f.

De méme, on note £ la dérivée ni¢me de f si elle existe.

On a f(n—i—l) — [f(n)}/

Par convention :  f(O = f.

Exemple :

Dérivée n-éme de f(x) = —
x

f est dérivable sur R*
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_ — —3!
Fe)=23 =2 fOE="20-
—1)*n!
f(z) = (xlnlln pour n €N

e initialisation : Vrai au rang n = 0
e hérédité : Supposons la relation vraie au rang n
(n) (—1)"n!
[ (@) = ol
-l (=)™l x (=(n+1))
n+1 _ ( _

(=) x (n 4 1)!
- 2

La relation est donc vraie au rang n+1.

Définition 8 : Fonction de classe C"
o f est dite de classe C¥ si f est continue.

e f est dite de classe C" sur [ si f est n fois dérivable et si sa dérivée
n®me est continue sur I.

e f est dite de classe C*° si f admet des dérivées a tous les ordres.

Propriété 19 : Formule de Leibniz

Soit f et g deux fonctions admettant une dérivée n®™me sur [
Alors f.g admet aussi une dérivée n®™e sur [ et

(F.g)® =3 <Z> FBgo—h = 3 (Z) =) 4 (8)

k=0 k=0

3T

Exemple : Calculer la dérivée n-éme de  h(z) = z°e

fonction de n

(discuter en

h(z) = 2Pe? = f(x)g(x) avec f, g C® sur R

n

1) = (£ 0) =3 () 0D e)

k=0

—n

sin<p

f@)y=2" = fO(2)=

0 sin>p
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glz)=eM = gM(g) =\l

° !
o« Pourn<p: hW(x)=)] <Z> oo e

0
P !
s Pournzp 100) = 3 () B e he

car  f) =0 pour k> p

Propriété 20 : Composée
Soient f:I - Retg:J — R deux fonctions admettant une
dérivée n®me et telles que  f(I) C J
Alors  gof admet aussi une dérivée n®™® sur I
De plus, si f et g sont de classe C™, alors g o f I'est également

Démonstration Idée :

Si f et g sont dérivable alors f o g l'est également et (fog) = (f'0g).g
Par récurrence, on admet que c’est vrai au rang n

Si f et g admettent une dérivé (n + 1)®™¢, alors f’ et ¢’ admettent une
dérivée néme

Donc par hypothése de récurrence, (f’ o g) admet une dérivée néme

Donc (f o g)' admet une dérivée n®me

D’ou (f o g) admet une dérivée (n + 1)¢me

On procede de méme si f et g sont de classe C™

Propriété 21 : Fraction
Soit f, g : I — R deux fonctions admettant une dérivée n®me et telles
queVz € I, g(x) #0

Alors = admet aussi une dérivée n®™e sur [

De plus, si f et g sont de classe C™, alors i I’est également

Démonstration

Si g est n fois dérivable alors par composée avec la fonction i : x +— 1/z |
1/g=1i0g estn fois dérivable.

f et 1/g sont n fois dérivable , donc par produit f/g=f x(1/g) estn
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fois dérivable

Propriété 22 : Réciproque
Soit f : I — J une bijection admettant une dérivée n®m¢ sur I et
telle que Vx eI, f'(z) #0
Alors f~':J — 1 admet une dérivée n®™e sur J
De plus, si f est de classe C™, alors f~! I'est également

Démonstration Idée :

Si f est dérivable et f/(x) # 0 alors f~! est dérivable en y = f(z) et

_1v _ 1 _ 1
U™ = 55y = o ow)

Par récurrence, on admet que c’est vrai au rang n

Si f admettent une dérivé (n 4 1)%me,

alors, par hypothése de récurrence, f~! admet une dérivée neme
De plus f’ admet une dérivée n®me

Donc ﬁ admet une dérivée néme
gy

Donc (f~1) admet une dérivée neme
D’ou f~! admet une dérivée (n + 1)eme

5 Convexité

Propriété 23 : paramétrage d’un segment

Soient de point du plan Mj(x1,y1) et Ma(z2,y2)
Alors les points du segment [M;, Ma] sont les points M de cordon-
nées

(t.x1+ (1 —t).ag, tyr + (1 —1t).y2) avect € [0,1]

Démonstration
M (z, y) appartient au segment [M;, Ms] si et seulement si

— —
MM = (1 — t).Mle avec t € [0, 1]
(Si t=0, M=Msy etsi t=1, M = M)
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Or MlM = (1 - t).MlMg
— — — —
<~ OM — OM, = (1—t>.(OM2—OM1)

— — — —
< OM:OMl—(1—t).OM1)+(1—t).OM2

— -y -y
< OM =t.OM; + (1 —1t).0OM>

Ce qui donne la relation sur les coordonnées de M

Propriété 24 : paramétrage d’une corde

Soient f une fonction et Mj(x1, f(z1)) et Ma(x2, f(z2))

[My, Mo>] est appelé une corde de la courbe Cf

Alors les points de la corde [My, Ma] sont les points M de cordon-
nées

(t.x1 4+ (1 —t).aa, t.f(z1)+ (1 —t).f(z2)) avect e [0,1]

Définition 9 : Fonctions convexes, concaves
e f est convexe sur [ ssila courbe Cy est au-dessous de ses cordes

e f est concave sur I ssi la courbe Cf est au-dessus de ses cordes

Propriété 25 : Fonction convexe, concave

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

Y(xy, x9) € 12,V € [0,1],
fltay+ (1 —t)ag) <t.f(z1) + (1 —1).f(z2).

e f est concave sur I si V(xq, m3) € I?,Vt €[0,1],
ftay+ (1 —t)ag) > t.f(z1) + (1 —t).f(z2).

e f est convexe sur [ si

Pour un point M de la corde [Mj, Ms], on a :
Ef (o) + (1= £).f(2) = yur

Donc f est convexe si  f(xpr) < yy Clest-a-dire que M est au-dessus du
point (xar, f(xar) de la courbe Cy

Donc f est convexe (resp. concave) si les cordes de C'y sont au-dessus (resp.
au dessous) de C

t.xy + (1 —t).xg = xps et
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Propriété 26 : Lien entre convexité et concavité

Une fonction f est concave sur un intervalle I si et seulement si — f Propriété 30 : Inégalité des accroissements finis dans C

est convexe sur [. Soit f une fonction de classe C! sur I et M € R tels que
vie L |f'(t)] < M.
Propriété 27 : Convexité et dérivée Alors  Y(z,y) € I2,|f(z) — f(y)] < M|z — 9|

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

e f est convexe sur [

e En tout point de I, la courbe C est au dessus de ses tangentes

e f/ est croissantesur [

Propriété 28 Convexité et dérivée seconde
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I. Alors

festconvexesur I < Vxel, f(x)>0
festconcave sur I <= Vzel, () <0

Démonstration
f convexe <= f’est croissante sur I <= f” est positive sur I

6 Fonctions & valeurs complexes

Dans cette section, on considére une fonction f définie sur un intervalle
I C R et & valeurs dans C.

Définition 10 : Dérivabilité

Soit a € I. On dit que f est dérivable en @ si lim M

T—ra r — a

eC
On note alors f’(a) la valeur de la limite.
Propriété 29 : Dérivabilité et parties réelle et imaginaire

Soit @ € I. f est dérivable en a si et seulement si Re(f) et Im(f)
sont dérivables en a.

On a alors :  f'(a) = (Re(f))(a) + W(Im(f)) (a).
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