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Ch 15 : Applications, bijections
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1 Application

1.1 Définition

Une application f d’un ensemble F dans un ensemble F' fait correspondre

a tout élément = de E un unique élément y de F' qu’on note f(x).

On écrit alors : fiE—=F z—y=f(x)

e F est appelé 'ensemble de départ de f
e [ est appelé I'ensemble d’arrivée de f.
e y est appelé 'image de x par f

e 1 est noté un antécédent de y par f.

Tout élément de E admet une unique tmage dans F par f.
Cela implique donc 'existence d’au plus une image :

V(z,2') € E?, z =2 = f(x) = f(2)
(Attention : il n’y a pas équivalence)

ou encore, par contraposée : V(z,2') € E?, f(z) # f(2') = = # 2.

1.2 Egalité de deux applications

Définition 1 : Egalité de deux applications

Deux applications f : E — F et g : G — H sont égales si et

seulement si :
(E=aG)
(F = H)

e elles coincident sur leur ensemble de départ :
Vo € E, f(z)=g(z)

e clles ont méme ensemble de départ

e clles ont méme ensemble d’arrivé
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1.3 Sommes et produit

Définition 2 : Sommes et produit
Soient f et g deux applications de E dans R
On définit les applications suivantes :
o f+9:E=R, xm (f+9)(x) = f(z)+g(x)
° fg:E—=R, z— (fg)(z)=f(z)g(x)
e Pour (a,b) € R?, a.f+bg: E—R
x> (a.f +b.g9)(x) =a.f(z) + b.g(x)

1.4 Composée de deux applications

Définition 3 : Composée de deux applications
Soit f: E— F et g: F' — G deux applications.
On appelle composée de f et g application notée g o f de E dans
G définie par :
Vo € E, (go f)(z) = g[f(z)]

Propriété 1 : associativité
Soient f: E — F, g: F — G, h: G — H, trois applications.
On a alors : (hog)of=ho(gof)

(La composée des applications est associative.

Démonstration
e (hog)ofetho(gof) sontdeux applications de E dans H  (trivial)
e Soit x € F,
[(hog)o fl(x) = (hog)lf(x)] = hlg[f(x)]]
D’autre part
[ho(go fll(x) =hl(ge f)(@)] = hlg(f(x))]

Ve e E, [(hog)o fl(x) = [ho(go fl(z)
e Conclusion (hog)of=ho(gof)
Propriété 2 distributivité

On a donc bien

Soient f, g, h trois applications de R dans R
Alors  (f+g)oh=(foh)+(g0h)
Par contre, en général fo(g+h)# (fog)+ (foh)
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Démonstration
Notons (A) la formule d’addition : (f + g)(x) = f(x) + g(x)
et (C) laformule de composition : (go f)(x) = g[f(x)]

e (f+g)ohet (foh)+ (goh) sont deux applications de R dans R

e Soit z € R,
[(f +9) o hl(z) = (f + g)[h(z)] (©)
f(g(@)) + g(h(x))
= (fog)(@)+ (g0 h)(z) (€)
=(fog+goh)(z) (4)
(f+g)oh=(foh)+(g0h)

e Conclusion

1.5 Applications particuliéres
Définition 4 : Application nulle
6:E—>IZ, x — 0 ou encore
Ve e E, 0(z) =0
Une application f: E — R est nulle si et seulement si :
Ve € E, f(x)=
Une application f: E — R est non nulle si et seulement si :
dr e E, f(zx) #0.

Attention
f est donc non nulle ¢’il existe au moins un élément qui ne donne pas 0, et
absolument pas si tous les éléments donnent un résultat non nul.

Définition 5 : application constante
Soit f: E— F
f est constante si et seulement si :

* ou bien dbeF Veek, f(x)=
* ou bien V(z1,22) € E?, f(x1) = f(22)
* ou bien Ja€ E, Vz € E, f(z)= f(a)

Ces trois définitions sont bien siir équivalentes. Mais il est important de les
retenir car chacune d’elle peut étre utile dans un contexte donné.
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Définition 6 : Application identité
Soit F un ensemble.
L’application identité est ’application de £ dans F notée Id g définie
par :
Ve e E, ldg(z) ==z

ouencore: Ildg:F —FE, z—=x

foldg=f
Idgog=y

pour f:E —F,
pour g:F — FE,

Définition 7 : Fonction indicatrice
Soit A un sous-ensemble d'un ensemble E.
La fonction indicatrice de A dans E est I’application de E dans R,

. 1 si A
notée 14, définie par :  Va € E, 14(x) = { 0 zingi)ne

Exemples : 1 1}, 1o

2 Image directe et image réciproque d’un ensemble

Définition 8 : Image directe

Soit f : E — F une applicationet A CFE

On appelle image directe de A par f le sous-ensemble de F' noté
f(A) défini par :

flA)={yeF/3z € A, f(z)=y}
= {f(z)/z € A}

Définition 9 : Image réciproque
Soit f : E— F une application et B C F
On appelle image réciproque de B par f le sous-ensemble de E noté

714
défini par :  f1(B) ={z € E/f(z) € B}
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Propriété 3

Soient une application f:E—F, ACE, BCF

’VyEF, y € f(A) < Tz € A, f(ac):y‘
VxeE, z¢€f1(B) < f(x)eB
ATTENTION : Ne pas confondre :

o f~'({y}) est l'image réciproque de l'ensemble {y}. C'est un sous-
ensemble de

e f71(y) : cette notation n’est valable que si f est une bijection.
Dans ce cas, f~!(y) est un élément de E.

Cette notation est donc totalement prohibée pour une application
quelconque (cad non bijective)

Définition 10 : Fonction a valeurs dans A
f:+ E — F est dite « & valeurs dans A » si et seulement si
Ve e E, f(x)€e A

Cela équivaut a dire que f(F) C A
3 Bijection

3.1 Injective, surjective

Définition 11 : Nombre d’antécédents
Soit f : E— F une application

e f est injective
<= tout élément y de F' a au plus un antécédent x dans FE.
e f est surjective
<= tout élément y de F a au moins un antécédent = dans F.

o f est bijective

<= tout élément y de I’ a un unique antécédent x dans F.

ATTENTION
Pour dire si une application est surjective ou bijective, il est FONDAMEN-
TAL de bien préciser I’ensemble de départ et I’ensemble d’arrivée.
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Définition 12 : Injection
Une application f: E — F est injective si et seulement si
V(x,y) € E%, f(z)=f(y) = 2=y

Dans ce cas, on dit aussi que f est une injection de E dans F

Ou encore, par contraposée

V(z,y) € B, x £y = f(z) # f(y)

f:+ E — F est injective ssi

Définition 13 : Surjection
Une application f: E — F est surjective si et seulement si

Vye F, Ix € E, y= f(z)

Dans ce cas, on dit aussi que f est une surjection de E dans F'

Définition 14 : Bijection

‘ f est bijective <= f est injective et surjective.

Propriété 4 : Solutions d’une équation

e [ est injective <— pour tout y € F, 'équation y = f(x)
admet au plus une solution r dans F£

e [ est surjective <— pour tout y € F, 'équation y = f(x)
admet au moins une solution x dans F

e [ est bijective <= pour tout y € F, 'équation y = f(x)
admet une unique solution x dans E

3.2 Bijection réciproque

Définition 15 : Bijection réciproque
Soit f : E— F une application bijective.
L’application réciproque de f est 'application f~':F — FE
qui & tout élément de F' associe son antécédent par f dans F.

Cette application est bijective.
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Propriété 5

Soit f : E — F une application bijective et f~! : F — E sa
réciproque.
On a alors :
Vre B, Yy eF, y=f(z) < z=f"(@)]
Et de plus :
fofT=lp  flof=ldp
Démonstration
. VeeE, YyeF, y=f(z) & x=f"y)
Cela découle immédiatement de la définition.
. fof t=1Idp flof=IdgOnaf:E—Fetf':FSE
Donc fof ':F—=F e flof=FE—E
e Soit y € F, Posons z=f"Y(y)
On adonc y= f(z)

Do (fof Hy)=f(f")=[f(z)=y=1Idp(y)
Donc fof~'=1Idp

e Soit z € I,
bijective
Don  (f~'of)(x)=f"(f(x)=f"(y) =2 =1dp(z)
Donc f~lof=Idg

y = f(z) On a donc

posons r = f"l(y) car f est

Exemple f:
] — o0, 2] = [1,+00], x> 22 —4x+5

Montrer que f est bijective et déterminer sa réciproque

On va montrer par analyse-synthése que tout élément y de [1, +o0o[ admet
un unique antécédent = dans | — oo, 2]

e Soit y € [1,400[
e Analyse : Supposons qu’il existe x €] — o0, 2] tel que y = f(x)
Par équivalences on a :

flz) =y
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= ’—dx+5=y

—= 22—4x+5-y=0

A= (=42 —4(5—y) =4(-1+)
§ lercas:y=1

) 4
une seule solution =z = 5= 2 €] — 00,2

§ 28mecas:y>1
Deux solutions possibles :

44 /4(-1+
xr1 = (2 y):2+\/T+yetx2:2—\/T+y
Or /-14+y>0 = 1 >2¢]—o00,2] Il reste donc 3

§  Dans tous les cas, il y a une seule solution possible :
r=2—/-1+y

e Synthése : prenons x=2—+/—-1+4y
Il reste & justifier : 1) que z existe 2) que x €]—00,2] 3) que f(z) =y

1) ye[l, 400 = —-14y>0 = —1 + y existe et donc x aussi
2) V-1+y>0 = 2—-/-1+y<2 = =x€ —o0,2

3) D’aprés I'analyse, puisque qu’on avait raisonné par équivalence :
y=flz) < wz=z10uT="19
Ici , x = x9 donc y = f(x)

e Conclusion : y € [1,400[ admet bien un unique antécédent

r=2—+/—1+ydans]| -8, 2]

Donc f est bijective et
f_l : [17—’_00[_)] — 00, 2]7 ny_l(y) =2- V_1+y
Propriété 6 : Propriété caractéristique de la réciproque
Soit f une application de E dans F’

S’il existe une application g: F — E telle que
fog=1Idp et gof=Idg.

Alors f et g sont bijective et g = f~1

Remarque : 1l faut avoir les deux égalités :

fog=Idr et gof=Idg.

"2026 PCSI C_ 15 Applications, bijections"



2025-26 PCSI

Ch 15 : Applications, bijections

Cours

Une seule ne suffit pas.

0 sin=20

Exemple: f:N—=N n—n+1 g:N—>N,n»—>{n_1 sinon

Ona gof=Idy et pourtant ni f ni g ne sont bijectives.
Démonstration
Soit f: E—Fetg:F — Etellesque fog=Idp et gof=I1dg.
e Mq f est injective

Soit w1, x2) € E? tel que f(x1) = f(x2)

= g(f(z1)) = 9(f(22))

= (9o f)(@1) = (go f)(x2)

= x1=x9 cargof=Idg

Donc f est injective
e Par raison de symeétrie, on a aussi g injective
e Montrons que f est surjective

Soit y € F

Posons z = g(y)

Ona f(z) = f(9(y) = (fog)y) =y car fog=Idp

Il existe donc bien x € E tel que y = f(x)
f est surjective

e Par symétrie, g est aussi surjective
e conclusion : f et g sont bijectives
g=f"

& get f~! sont deux applications de F dans E

e Montrons que

§  Soit y € F. Montrons que g(y) = f~(y)

Or  f(g(y) = (fog)y) =1dr(y) =y
fla(y) =y
Donc  g(y) = f~'(y)

§  Conclusion : g = f~!
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Exercice :

Soient f:RT =R, z+— —22 et ¢g:R™ = RY, 2z /—2x

1) Montrer que f et g sont bien définies (ensemble de départ et d’arrivée)
2) Déterminer foget go f

3) Conclusion ?

Solution

e Remarquons d’abord que f est bien définie

car pour tout x € RY, f(z) = —2%2 € R~

g est bien définie car pour z € R™,y/—x existe et g(x) = v/—z € [0, +00]

Pour tout z € RT,

(9o fllx) = g(f(x) = g(=2?) = \/~(=2?) = V/a?) = |z| = 2

car x > 0

pour tout z € R™,

(fog)(z) = flg(x)) = f(V-2) = —(V-2)* = —(~2) =2
Onadonc fog=1Idgr- et go f =Tdp+
Donc f et ¢ sont bijectives et f~1 =g

Propriété 7
Soit f: E— F et g: F — G deux applications bijectives.
Alors  go f:E — G est bijective et (gof) = flog™L

Démonstration
f et g sont bijectives donc: f1:F = E et

h=f1log':G—-FE
(gofloh=(gof)o(ftog)=go(foft)og™!
=go(Idp)ogl=(goldrp)ogt=gogt=1dg.

g ':G — F existent.

Posons

Et
ho(gof)=(f"tog)o(gof)=f"o(g og)of
=flto(ldp)of=flto(drof)=flof=1dg
Dou (gof)oh=Idg et ho(gof)=Idg.

Donc, d’aprés la propriété précédente,
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go f est bijective et (gof) '=h=flog!

4 Restriction, prolongement

Idée Restriction :

On sait que f:R — R, z+ 2> n’est pas bijective

Par contre si on restreint les ensembles de départ et d’arrivée, on peut
définir une nouvelle fonction. Par exemple :  ¢g: R~ — R*, z+— 22 qui
est bijective

Il existe une infinité de possibilités. Par contre, il faut qu’on obtienne
encore une fonction.

Par exemple : h:R™ — [1,4+00[ ne marche pas parce par exemple 0 n’a
pas d’image dans [1,4+00[ . h n’est donc pas une application.
Cela motive donc la définition suivante :

Définition 16 : Restriction d’une application

Soit f : E — F une application, A C F et B C F deux ensembles

tels que
f(A) Cc B (c’est-a-dire : Vx € A, f(z) € B)

Alors la restriction de f & A au départ et B a I'arrivée, qui est notée
f”f, est définie par :

f"f:A%B, x— f(x)

Définition 17 : Prolongement
Soit f : E — F une application, E C F;. On appelle prolonge-
ment de f sur £ toute application

f:El—F telleque VzekE,f(z)=f(z)
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