PCSI 2025-26

FE 15 (Fonctions, bijection)

(05/03/26) Enoncé

Exercice 1
Soient A = {a,b,c,d,e,f} B =
application définie par :

pla) =1, ¢(b) =2, ¢(c) =1, ¢(d)
Faire le diagramme sagittal de ¢
b) Déterminer ¢({a,b}, p({b,d}, ¢(A)

)
)
¢) Déterminer ¢~ 1({1,2}), »=1({3,4,5}), ¢ 1({4,5}), ¢ 1(B)
)
)

{1,2,3,4,5} et ¢ : A — B une

=9, 90(6):3’ Qa(f):E)

d) Determiner ¢~ '(f({a,b})), ¢~ (f({c.d,e}), ¥7'(f(A))

Déterminer (0~ ({1,2})), (™' ({2,3,4})), v(¢™!(B))

Exercice 2

Soit f : R — R définie par f(z) = {:1:—1 sie >l

2r—3 six <1

Déterminer et démontrer les résultats obtenus :
a) f([-1,2)) b)  f([-1,2])

Exercice 3 (Classique) op 256
Soient E/, F' et G trois ensembles. Soient f et g deux applications respec-
tivement de E dans F' et de F dans G.

Montrez les propositions suivantes :

f et g injectives = g o f injective

b) f et g surjectives = g o f surjective

c f et g bijectives = g o f bijective

go f surjective = g surjective

a)
)
)
d) go f injective = f injective
e)
f) g

f bijective = f injective et g surjective

Exercice 4 (*)
Etudier Uinjectivité, la surjectivité et la bijectivité des applications sui-
vantes
iiNON, ne n—1 s%nest impair
n/2  sin est pair
n+1
E:N—=Z n—< 2
n/2 si n est pair

si n est impair

Si une fonction est bijective, on donnera l'expression de sa réciproque.
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Exercice 5 Soit I un intervalle de R. Montrer que toute application stric-
tement monotone de I dans R est injective.

Exercice 6 Soit f : R — R une fonction croissante telle que
Montrer qu’on a  f =1d g.

fof =1dg.

Exercice 7
Trouver les ensembles suivants

a) fIR>R, z—|z+1—2

F=2, 1)) F(=3, 00 M0 -1, 1))
b) g:R—>R, z+— [20—1| — 2z

g(lt, 30 g —1,00; g7'(-2 1) ¢7'(]-3 —1])

Exercice 8 (Classique *) op 527
Soit f une application de F dans F'. Montrer les propositions suivantes :

1) a) VBCF, f(f~Y(B)) C B.
b) f est surjective <=

F7H(1=3, 00)

VBCF, f(f/4(B)) =B.

¢) Donner un exemple d’application f et d’ensemble B pour lesquels

f(f~Y(B)) # B. (Donner un diagramme sagittal est suffisant si on
précise bien les ensembles B, f~1(B) et f(f~%(B)))

2) a) VAC E, AcC f~(f(A))

b) f est injective <<= VACE, A= f"1(f(A))

c) Donner un exemple d’application f et d’ensemble A pour lesquels

FHF(A) # A,

Exercice 9 (**)

Soient A et B deux parties d’'un ensemble E et
P(B), X — (XNA, XN B) Montrer que :

a) f est injective si, et seulement si, AUB = F

f: P(E) = P(A) x

b) f est surjective si, et seulement si, AN B = ()
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