PCSI 2025-26

FE 16 a (espaces vectoriels)

(09/03/26) Enoncé

Exercice 1 Est-ce un sous-espace vectoriel 7

Parmi les ensembles suivants, lesquels sont, ou ne sont pas, des sous-espaces
vectoriels 7

By ={(zy32) e RY w4y + 32 =0}

By ={(z;y;2) €ER¥%z +y+ 32 =2},

By ={(z;y;2;t) € RY o =y = 22 = 4t}

Ey = {(z;y) € R 2y = 0} ;

L B5 = {(z3y) € R%y =2},

- Es = {(z;y;2) € R% 22+ 3y — 52 = 0} N {(z;5;2) € R% 2 —y +2 = 0};
. Er ={(7;y;2) € R} 20 + 3y — 52 =0} U {(2;9;2) € R0 —y + 2 = 0}.

Exercice 2
Les parties de F(R;R) suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels ?

(a) {f:R—=R| f est monotone }
(b) {f:R—R| fs’annule en 0}
(¢) {f:R—R| f<annule }

(d) f:R—R| f est impaire }

Exercice 3
Les familles suivantes sont-elles libres dans R? (ou R* pour la derniére
famille) 7
1) (u;v) avec u = (1;2;3) et v = (—1;4;6)
2) (uw;v;w) avec u = (1;2;—1),v = (1;0;1) et w = (0;0;1)
3) (wv;w) avec u = (1;2;—1),v = (1;0;1) et w = (—1;2; —-3)
4) (uyv;w;z) avec u = (1;2;3;4),v = (5;6;7;8),w = (9;10; 11; 12)
et z = (13;14;15;16)
Exercice 4
On considére dans R? les vecteurs
v1 = (11;0), vz = (4;1;4), v3 = (2;-1;4).
1) Montrer que la famille (vq;v2) est libre. Faire de méme pour (vi;vs),
puis pour (ve;vs).

2) La famille (v1;v2;v3) est-elle libre ?

Exercice 5
Soient u,v deux vecteurs d’un e.v. E. On appelle sous-espace engendré,
noté  Vect(u,v) Densemble des combinaisons linéaires de (u,v)
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1) Dans R* on pose u = (1,2,3,4) et v = (1,1,2,2)
a) Trouver un (systéme d’) équation(s) de Vect(u,v) ( cad une CNS
pour que k = (u,v,w,t) € R* appartienne & Vect(u,v)
b) Soit F le sev de R* d’équation z + 2y + z — 3t.
Trouver des vecteurs (ui,uz,..., ) tels que tout élément de F' soit
CL de (uy,u2,..., ). Quelle inclusion vient-on de démontrer ?
Réciproquement vérifier que ces vecteurs sont bien dans F
2r+y—2z+t=0

c) Méme question avec G d’équation { T2+ 32+ 2 =0

2) a) Montrer que Vect(u,v) est sev de E
b) Soit F un sev de E. Montrer que

Vect(u,v) CF <= (ue FetveF)

Exercice 6

Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriels d’'un K -espace vectoriel E.
Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si,
FCcGouGCF.

Exercice 7 Est-ce un sous-espace vectoriel (matrices) ?

Determiner si les parties suivantes sont des sous-espaces vectoriels de
Ms(R) :

1. Elz{@ Z) EMQ(]R):ad—bc:l}
2. EQZ {(;; Hfz) EMQ(R)2$1+$2:.I4}

T4
3. B3 = {A € My(R) : AT = A}.

Exercice 8

Parmi les ensembles suivants quels sont les sev de E? (Vous préciserez
de plus s’il sont stables par addition et par multiplication) avec E = RN
(I’ensemble des suites & valeurs dans R.)

A={u/Vn €N, upyo =upt1 —2un}; C = {u/u converge}
B={u/Vn € N, upta = upy1 —2u, +1} ; D = {u/u bornée};
F ={u/Vn € N, |upt1| = |un|}
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