2025-26 PCSI

Ch 16 : Espaces vectoriels

Cours

1 Espace vectoriel

Définition 1 : Loi interne
Soit FE un ensemble. Une loi de composition interne (l.c.i.) de F est
une application de F x E dans F.

A un couple d’éléments de F, elle associe donc un élément de E.
Si on la note ¢, on a :

V(z,y) € E?,

rByekl

Exemples

e [’addition, la soustraction, la multiplication dans R

e [’addition, la multiplication des fonctions de R dans R .
e La composée des fonctions de R dans R

Comme & est une application, il y a unicité de I'image.
Donc (a,b) = (a’,b') = a+b=d +¥V
En particulier on a :

Propriété 1
Soit E un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne

D

Alors Y(a, b, ¢) € E3
a=b = adc=bDc
a=b = cha=cDHa

Dans une égalité on peut composer & droite ou bien a gauche

Définition 2 : Loi externe
Soit F et K deux ensembles. Une loi de composition externe sur F
a opérateurs dans K est une application de K x E dans F.

ARr el

Sionlanote ®,ona:V(\z)e K xE,
Exemples :

e [’élévation & la puissance des réels strictement positifs par les entiers :
[N x R* = R*, (n,z) — z"]

e La multiplication d’une fonction par un réel.
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K sera dans tout ce qui suit 'ensemble R ou bien I’ensemble C ou bien
plus rarement Q

Définition 3 : Espace vectoriel
Soit F un ensemble non vide muni d’une loi interne notée « + » et
d’une loi externe a opérateurs dans K notée « . »

(E, +, .) est un espace vectoriel s’il vérifie les propriétés suivantes
Al: VY(u, v, w) € B3, (u+v)+w=u+(v+w)

A2: Jug € E, Yu € E, u+uy = uy+u =u (Existence d'un
élément neutre)

A3:Vu e E, 3 € E,
symétrique)

A4 : Y(u, v) € B
M1 : Va € K, Y(u, v) € E?,
M2 : V(a, b) € K%, Vu € E,
M3 : V(a, b) €K% Vu € E,
M4 : Yu e E,

(Associativité)

u+u =u +u=uwuy (Existence d'un

u+v=v+4+u (Commutativité)
a.(u+v) =au+av
(a+b)u=au+bu

(ab).uw = a.(b.u)

lu=u

2 Propriétés élémentaires

Propriété 2 : élément neutre
L’élément neutre ug est unique.

1l est noté 0 E, ou plus simplement 0 et est nommé « le vecteur nul
de E »

Démonstration

Soient 2 vecteurs nuls ug et vg
YVue E, u+uy=ug+u=u

Donc, en particulier, pour u = vg, on obtient :
vo+ug=ug+vg=1vy (1)

D’autre part, vg est un vecteur nul, donc :
YVu€e E, u+vg=v9g+u=u

En particulier, pour u = ug, on obtient :
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up+vo =vo+up=up (2) = v+ (u+—u)=w+ (u+—u) (+ est associative)
On a donc, d’aprés (1) et (2) : = v+0=w+0
ug+vg=v9 et ug-+ vg=1ug = v=w
Dot : vy = ug. = utv=udw
Ce qui prouve 'unicité du vecteur nul de F Donc tout est bien équivalent. fin demo

On obtient donc :

VueE, u+0=0+u=u fin demo

Propriété 3 : symétrique
H Chaque vecteur v admet un unique symétrique qui sera noté —u.
u admet un unique symétrique dans E. On I'appelle donc le symétrique de
u.

Et ona: ’ Vue E, u+(—u)=(—u)+u=0

Démonstration
Soient u € E et v’ et u” deux symétriques de u.
Onadonc: wu+4u =v+u=0 e u+uv'=u"+u=0
On a alors d’une part :
W (utu)=u" +0=u
d’autre part
W+ (u + u/)
= (' +u)+u
=0+u =
Donc o =u" CQFD
u admet donc bien un unique symétrique dans FE. On Dappelle donc le
symétrique de u. fin demo

(+associative)

Propriété 4 : Simplification

| Y(u,v,w) € B3, utv=utw <= vtu=wtu &= v=w

Démonstration
Soit (u,v,w) € E3
u+v=u+w
= wv4+u=w+u car + est commutative
= (v4u)+ (—u) =(w+u)+ (—u) en additionnant —u a droite)
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Propriété 5 : Simplification

| Y(u,v) € B2, ut+v=v <<= wvtu=v <<= u=0

Démonstration
Il suffit d’écrire u+v=v <<= ut+v=0+4+v
et d’utiliser ce qui précéde (simplification par v) fin demo
Propriété 6
H V(u,v) € E?, u+v=0 < v+u=0 < v=—u
Démonstration Découle de 'unicité du symétrique fin demo
Définition 4 : Notation
| Onnote  u+(—v)=u—v
Lemme
VaeK, a.0=0
Yu e FE, Ou=mu
Démonstration
e Soit a € K
a.0+a.0=a(0+0)=a.0
Donc a.0=0
e Soit u € K,
0.u+0.u=(0+0)u=0.u
= Ou=0 fin demo

Propriétée 7
| Y(a,u) e Kx E, [au=0] < [a=00uu=70]
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Démonstration

= Supposons a.u =10

e Sia=0 Gagné

e Sia # 0, alors on peut multiplier par o~

au=20
= al(au)=a10
= (¢ ta)u=0 dapreslelemme
= 1lu=0
= wu=0 Gagné

< Découle du lemme

Propriété 8

HVUEE,VEK, (—Du=—-u et

Démonstration

e u+(—lu=1lu+(-1)u=1+(-1))u
u+(-u=0 = (-l)u=-u

o (—a)u+ (au)=(—a+a)u=0u= 0

=]

0.u

(—a)u+(au)=0 = (—a)u=—(a.u)
e a.(—u)+au= g.(—u +u)=a0=0
a(—u)+au=0 = a.(—u)=—(au) fin demo

Propriété 9
H Y(a,b) € K2,¥(u,v) € B2, (a+0b).(u+v)=au+av+bu+bv

Propriété 10 (Généralisation
V(ar)1<k<n € K, V(up)i1<k<p € E,

i=1 j=1
Evitez de confondre le vecteur nul 0 et le réel 0. ‘
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2.1 Exemples d’espaces vectoriels
R2,R3 R". Exemple de R? :

addition :  (z,y,2) + (2., )= (x+ 2,y + v, 2+ 2')
multiplication : a.(z,y, 2) = (az, ay, az)
vecteur nul : (0,0,0)

R[X] : 'ensemble des polynémes. Le vecteur nul est le polynéme nul.

L’ensemble des applications de A dans R . Le vecteur nul est I'application
nulle 0 telle que :  Vx € A, 0(x) =0

L’ensemble des suites & valeurs darls R . Le vecteur nul est la suite nulle

0= (6n)n€N telle que: VneN, 0, =0
(0)

Cette suite nulle est aussi notée

3 Sous-espace vectoriel

3.1 Définitions
Définition 5 : sev (celle dont on se sert)

Soit E un espace vectoriel.
F' est un sous espace vectoriel de E si et seulement si :

e FCFE
06E€F

e V(a, b) €K, Y(u,v) € F?, au+bveF

Propriété 11 : sev
Un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel est lui-méme un
espace vectoriel.

Propriété 12 : Stabilité par CL
Soit F un sev de E. Alors : .
V(ui, ..., uy) € F", Y(a1, ...a,) € K", ZakukEF
k=1

Propriété 13 : intersection

L’intersection de n sous-espaces vectoriels de ' est encore un sous-
espace vectoriel de FE.
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Remarque

Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel dans un autre espace vecto-
riel plus grand. Donc toutes les propriétés et définitions qui s’appliquent
A un espace vectoriel s’appliqueront de méme a un sous-espace vectoriel.

3.2 Principaux exemples de sous espaces vectoriels

e {0} est un sev de E.

e I est un sous-espace vectoriel de E.

C%(R), CY(R), C*(R),...,C™(R),...,C>(R) sont des sous espaces vec-
toriels de 'ensemble des applications de R dans R.

(C™(R) est I’ensemble des applications de R dans R n fois dérivables et

dont la dérivée ni®me est continue et C*°(R) est ’ensemble des applica-
tions dérivables & tous les ordres)

R,,[X], Vensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n, est un
sous espace vectoriel des polynomes R[X].

3.3 Exemples

Exemple 1

F={(z,y,2)/r+2y+2=0etx—y—2=0} est-il un sevde R3?

e FCR3
e (0,0,0) € F.

e Stabilité par combinaison linéaire
Soient (u,v) € F? et (a, b) € R

On pose u=(z,y,2) v=(2,y,7).
Montrons que a.u+ b.v € F.
Posons w=au+bv=(X,Y,2)

w=au+bv=a.(x,y,z)+b.(2,y,2) = (ax+bx', ay+by’, az+b2)
X 4+2Y 4+ Z = (ax + b2') 4+ 2(ay + by') + (az + b2')
=a(r+2y+2)+b(' +2y +2)

=0 car ueF

=0 car veF

=0
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On a de méme :
X-Y—Z=(ax+bx')— (ay+by') — (az + b2')
=a(z—y—z)+b(d/ —y —2)
=a.0+b0 (car (u,v) € F?)
=0
X+2Y+2Z2=0 et
=~ w=(X,Y,Z)eF
Donc a.u +b.v € F.

X-Y-Z=0

e Conclusion F' est donc bien un sous-espace de R3.

e Exemple 2

F={(z,y,2) €ER3 /2 +2y+2=00uz—y—2=0} estil un sev de
R3 7

F n’est pas stable pour 'addition. En effet, w« = (—2,1,0) € F (lere

équation) et v =(1,1,0) € F.(2éme éq.)
u+v=(-1,2,0)¢ F

Donc F n’est pas un sev de R?

Par contre

4 Combinaisons linéaires et famille génératrice

4.1 Définitions

Définition 6 : Familles de vecteurs

Soit I un ensemble (fini ou non).

On appelle famille de vecteurs tout suite de vecteurs
dexée par [

(ui)ier in-

Une famille de n vecteurs est notée en général (uj, ug, ...up) ou
(ui)1<i<n
On dit que F = (ug)ker est une sous-famille de G = (ug)kes

et que G est une sur-famille de Fsi [ CJ c’est-a-dire si G est
obtenue en « ajoutant » des vecteurs de E & la famille F .

Exemples :
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e (u) est une sous-famille de (u, v) qui est une sous-famille de (u, v, u)
Remarque : on peut a priori répéter plusieurs fois le méme vecteur dans
une famille.

e (0) la famille vide est considérée comme une sous-famille de toutes les
autres familles.

Définition 7 : Combinaison linéaire
Soient (ui,...,uy), n vecteurs d'un espace vectoriel E.

On appelle combinaison linéaire des vecteurs (uq, ..., uy) tout vec-

teur de la forme

n
aiul + agu2 + -+ + apuy = Z AU

k=1
avec  (ay,ag,...,ap) € R"
A retenir :
Propriété 14 : Combinaison linéaire
Soient (ui,...,uy), n vecteurs d'un espace vectoriel E.
m est C.L. de (u1, ..., up)
n
<~ (a1, a2, ..., ap) € R™ tel que m:Zakuk
k=1
Exemples

e u est CL de (u,v,w) :
e O CL de (u,v,w) :

u=1lu+0v+ 0w
0g =0u+0v+ 0w

Définition 8 : Sev engendré
L’ensemble des combinaisons linéaires de (uj, ..., uy) est un sous-

espace vectoriel de F.

On Plappelle le sous-espace vectoriel engendré par (ui, ..., u,) et
on le note  Vect(ui,...,up)

Définition 9
On dit que la famille (uy,...,u,) engendre le sous espace vectoriel

F (ou bien que F est engendré par (ug,...,u,) ) si

F = Vect(uq, ..., up)
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Propriété 15 (Résumé)

m CL de (u,v,w)
< m € Vect(u,v,w)
< 3J(a,b,c) €ER3 tel que m=a.u+bv+cw

<= L’équation m = a.u+b.v+cw admet une solution (a,b,c) €
R?)

4.2 Propriétés

Propriété 16
L’ordre des vecteurs dans la famille F ne change pas I’espace vectoriel
engendré.

Vect (u, v, w) = Vect(v, w, u)

Propriété 17

Soit (uq,..uy) une famille de vecteurs de E

Vk € [[1,n]], ux € Vect(uy,...uy,)
Démonstration
Soit k € [[1,n]]
Prenons (ai,az,...ak,...ap) =(0,0,...,1,...0)

ar.ur+asus+- - tagup+- -+ anuy = 0w +0us+- - -+ 1up+-- -+ 0.uy

Donc  wuy € Vect(uy,...up) fin demo

Propriété 18
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Vect(uq, . .

C’est-a-dire
Vect(uq,...up) est le plus petit sev de E (pour l'inclusion) conte-
nant les vecteurs (uq,...uy,)

up) CF <= Vkell,n]], uy € F
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Démonstration

= wu € Vect(ug,...u,) et Vect(ui,...up) CF
= up €F

< Soit w € Vect(ug, ..., up)

d(ar,...,a,) € R™ tel que
w = aj.uy + ag.ug + -+ + ap U + -+ ap.Up
Or w€F,...,up € FF et F estun sevdonc stable par C.L.
Donc aj.ui +asus+ - +agup +---+apuy, €F
= weF
Dou: Vect(ug,...u,) € F

fin demo

Propriété 19
Soit F et G deux familles de vecteurs.

Si  F est une sous-famille de G,
alors  Vect(F) C Vect(G)

Propriété 20

Soient (uy, ug, ...u,) une famille de vecteurs de F et v € E

On a I’équivalence suivante :
v € Vect(uy, ...up)

<= Vect(ui, ...un) = Vect(u1, ...un, v)

Propriété 21 (Généralisation)

Soient (u1, ug, ...Un, V1, V2, ...Vp), N+ p vecteurs de E
VEk € [[1,p]], vk € Vect(uy, ..., uy)]

< Vect(ui, ..., up) = Vect(u1, ..., Un, v1, ..., Vp)

Démonstration

= supposons Vk € [[1,p]], wvr € Vect(u,...,up)

D(une part
(u1,...up) est une sous-famille de(uy, ..., up,v1,...,vp)
Donc  Vect(ui,...u,) C Vect(ug, ..., Up,v1,...,0p)

D’autre part
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u1 € Vect(ug,...up)

un € Vect(uy,...up)
vy € Vect(ug, ... up)

vp € Vect(ug, ... up)

Donc  Vect(ui,...,un,v1,...,vp) C Vect(ui,...uy)
On adonc  Vect(uy,...u,) = Vect(ur,...,up,v1,...,0p)
< Supposons  Vect(uq,...un) = Vect(ur, ..., Un,v1,...,0p)
Vk € [[1,p]], vi € Vect(ur, ..., up,v1,...,0p)
Or  Vect(ui,...up) = Vect(u,...,uy,v1,...,0p)
= g € Vect(uy,...,up) fin demo

Propriété 22 (Conséquence)
V(ar, ..., ap) € KP

Vect(ug, ..., up) = Vect(uy, ..., up, arur + -+ apuyp)

Définition 10 : Famille génératrice
Soit E un espace vectoriel. On dit que la famille(uy, ... u,) est gé-
nératrice (de E) si :
E = Vect(uy, ... uy)
Attention

Bien remarquer qu’on dit qu'une famille est génératrice si et seulement si
elle engendre I'espace F tout entier.

En cas de doute sur ’espace engendré par une famille, vous vous efforcerez
de le préciser.

4.3 Exemples
4.3.1 CL ou pas CL?

w=(1, 3, 5) et w’ = (3, 5, 6) sont-ils CL de (u,v)
avecu = (1, 2, 3); v=(2, 3, 47

e west CL de (u, v)?
<= J(a, b) € R? tel que w = a.u+ b.v
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Cherchons (a,b) € R? tel que : Ly a +2b =3
<— Lo b =1
A+ b =
a.u+0.v=w Ly 2L, 0 _ 1
= a(l, 2, 3)+b(2, 3, 4) =1, 3, 5)
a 420 =1 Ce systéme est impossible.
— 2a¢ +3b =3 Donc il n’existe aucun couple (a, b) tel que w’' = a.u + b.v
3¢ +4b =5 Donc w’ n’est pas CL de (u, v) = w' ¢ Vect(u, v)
Ly a +2b =1
— Ly—2I, p =1 4.3.2 Trouver I’équation d’un sous-espace engendré
L3 =3I —2b =2 Dans R*. Soient v = (1, 2, 3, 4) et v = (1, 1, 2, 4).
Ly a +2b =1 Trouver Iéquation de Vect(u, v)
= L -b =1
Ls _22L2 0 _ Soit m = (z, y, 2, t) € R*
m € Vect(u, v) <= 3I(a, b) € R? tel que m = a.u+b.w
Ce systéme triangulaire admet une solution (a, b) Or m=au+buv
donc il existe (a, b) € R? tel que w = a.u + b.v — (2,y,2,t) = (a+b,2a+b,3a + 2b, 4a + 4b)
Donc w est CL de (u, v) (= w e Vect(u, v)) 0 b — 2
Remarque — 2 +b = Y
- 3a +2b = z
On peut trouver explicitement un couple (a, b). da +4h — ;
Ici il en existe un unique : (a, b) = (3, —1) ce qui donne : w = 3.u — v.
Mais cela n’est pas nécessaire, il suffit simplement de prouver l’ezistence Ly a +b = x
d’au moins un tel couple (a, b). PN Ly —2L, -b = 2z +y
L3 — 3L1 —-b = -3z z
e w' est CL de (u, v)? La—dl 0 = —do +
Cherchons (a, b) € R? tel que w’ = a.u + b.v Ly a +b = T
Or : Lo -b = -2z +y
<~
au+ by =w La— —Lo 0 = —ax —y +z
e a(l, 2, 3)+b.(2, 3, 4) = (3, 5, 6) Ly 0 = —dz 1t
a  +2b =3 Ce systéme échelonné admet une solution (a, b) si et seulement si
= 2a +3b =5 N 0
3a +4b =6 Ty e =
¢ { —4z +t =0
Ly a +2b =3 2
e I,—2L p =1 <= J(a, b) € R® tel que m = a.u + b.v
Lz — 3Ly —2b =-3 <= m € Vect(u, v)
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-r -y +z =0

Donc : m € Vect(u, v) < { Ay 4t =0

oo —x -y 4z =0
Vect(u, v) a donc pour équation : { Ay =0

Vérification : les vecteurs u et v vérifient bien cette équation.

4.3.3 Montrer qu’une famille est génératrice

Dans R3. Montrer que la famille u = (1, 2, 3), v = (2, 3, 4), w = (1, 1, 1),
t = (1, 2, 4) est génératrice ( <= engendre R?)

(u, v, w, t) est génératrice <= Vect(u, v, w, t) = R3.
Soit m = (z, vy, 2) € R3.
m=a.u-+bv+cw+di
a +2b +c +d = =z

— 2a +3b +c +2d = Y
3a +4b +4c +4d = z

L4 a +2b 4c¢ +d = T
< Lo9—2I, -b —c = -2z +y

L3 — 3L, —2b —2¢ +d = -3z +z

a +2b +c +d = x

= —2b —2c¢ 4+d = -3z +z

Lo Ly b e — 2 4y
Ce systéme échelonné admet au moins une solution (a, b, ¢, d)
Donc I(a, b, ¢, d) € R* tel que m = a.u+b.v + cw + d.t
Donc m € Vect(u, v, w, t)
D’ou : V¥m € R3, m € Vect(u, v, w, t)
= R? = Vect(u, v, w, t)

(u, v, w, t) est donc une famille géneératrice.

31 mars 2026 19:32
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4.3.4 Trouver une famille génératrice d’un sous-espace vectoriel.

Dans R*. Soit F le sous-espace vectoriel d’équation
x 4y -2z 4+t =0
-2z +3y —2 -t =0
Trouver une famille génératrice de F.

§ Soit m = (z, y, 2z, t) € R%
meF
{ xr +y —2z +t =0
<~
2z +3y —2z -t =0
(J’élimine = avec L)
Ly z 4y -2z +t =0
T Ly+2I { 5y =5z +t =0
(J’élimine ¢ avec L)
Li— Ly z —4dy 43z =0
Ly { 5y —5z +t =0
(Je peux exprimer z et ¢ en fonction des autres inconnues) <=
r = 4y —3z
t = -5y +5z
— (v, vy, z, t)=(4y — 3z, y, z, —Hy + 52)
=y.(4, 1, 0, =5) 4+ 2.(=3, 0, 1, 5)
=y.u+ 2.0
= (z, y, z, t) € Vect(u, V) (Remarque : pas d’équivalence ici )
Ona: meF = m e Vect(d,)
D'on  F C Vect(u, v)
§  Réciproquement :
e u=(4, 1, 0, —5)
r+y—2z4+t=44+14+0-5=0
—2x+3y—z—t=-8+3+5=0

u vérifie les équations de F', donc wuw € F
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e v=(-3,0,1,5)
r+y—2z24+t=-34+0—-24+5=0
—2x4+3y—z—t=64+0-1-5=0

Donc wveF

eucF veF et FsevdeR?
Donc  Vect(u,v) C F

§  Conclusion : F = Vect(u, v)

Donc F est engendré par la famille (u, v) avec u = (4, 1, 0, —5) et
v=(-3,0, 1, 5)

5 Familles libres et familles liées

Définition 11 : Famille libre

Une famille (@1, s, ..., i,) de vecteurs est libre si :

V(ai, ag, ... ,a,) € R,
a1 + ag. s + - + an.ly =0
= (a1, a2, ... ,a,)=1(0, 0, ..., 0)
On dit aussi que les vecteurs (@1, @2, ..., U,) sont (linéairement)
indépendants.

Définition 12 : Famille liée
Une famille est liée si et seulement si elle n’est pas libre

D’ou :
, ) est lice

aan) € R,

(@, T, ...
— J(a1, ag, ...
a1.U1 + as.Us + -+ -+ ap.ty =0

yan) #(0, 0, ..., 0)

et (al, as, ...

En d’autres termes :
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Propriété 23 : Libre, liée, équation
o (u, ¥, W) libre
= léquation a.@+b.0+cWi=0

admet pour unique solution  (a, b, ¢) = (0, 0, 0)

o (i, U, W) liee

— I’équation a.i + b.¥ + c.f =
admet une solution non nulle (a, b, ¢) # (0, 0, 0)

5.1 Exemples

Famille libre

E=RYu=(1,2 3, 4);50v=(2 3,4, 6);w=(1, 1, 1, 1)

Montrer que (u, v, w) est une famille libre.

Soit (a, b, c) € R3
au+b+cw=0
<~ (a+2b+c¢, 2a+3b+c, 3a+4b+c, 4a+6b+c)=(0, 0, 0, 0)

a +2b +¢ =0 14 a +2b 4+c =0
— 2a +3b 4c¢ =0 — Lo —21,4 -b —c =
3a +4b 4+c =0 L3 — 3Ly +—-2b —2¢ =
4a +6b +c =0 Ly—4L4 —2b -3¢ =0
14 a +2b +c =0
— L2 b —c =0
L3 —2Lo 0 =0
L4 — 2L2 —c =0

Systéme traingulaire homogéne.
Donc (a, b, ¢) = (0, 0, 0)

Donc (u, v, w) est une famille libre de R%.
Famille [ice

u = (1?]‘727 2)7 v = (273?573)7 w = (3717478)
La famille (u, v, w) est-elle libre?

Soit (a, b, c) € R3.
au+bv+cw=0
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a +2b 43¢ =0 Ly — 2L a +2b +3c =0 2) Prenons par exemple (u, v, w) avec u = w
a +3b +c¢ =0 Lo b —2¢ =0
Al 1. . 1w = 1 —1
= N 99 45 4dec —0 = Lo Ly 0 =0 ors L.u+0.v+ ( .)w 0 avec (1, 0, —1) # (0, 0, 0)
2 +3b 8 =0 Ly+ Ly 0 =0 Donc (u, v, w) est lice.

Ce systéme échelonné admet au moins une solution non nulle.
Donc (u, v, w) est donc liée

Par exemple, pour ¢ = 1, on obtient : (a, b, ¢) = (=7, 2, 1)
Donc: —Tu+2v+w=0 (Vérifier que cela marche!)
5.2 Propriétés

Propriété 24 : Libre et identification des coefficients

Soit (uq, ...up) une famille libre de E
Alors Y(ai, ..., ap) € K* ¥Y(by, ..., by) € K"
ajuy + -+ app = byug + -+ + bpuy
= (al,...,an):(bl,...,bn)
Démonstration Soient (a1, ..., ap) € K" et (by, ..., by) € K?

tels que  aquy + - + apuy = brug + - + bpuy,
= (a1 —by)ur + -+ (ap — bp)u, = 0 Or (u1, ...up) est libre. Donc
(ap—b1))=-=a,—b,=0
= (a1, ..., ap) = (b1, ..., by) fin demo
Propriété 25
1) Une famille contenant le vecteur nul est lié

2) Une famille contenant deux vecteurs identiques est liée.
3) (u) est libre <= u#0

Démonstration
1) Prenons par exemple (u, v, w) avec u =0
Alors 1.u 4+ 0.v + 0.w = 0 avec (1, 0, 0) # (0, 0, 0)

Donc (u, v, w) est lice.
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fin demo

3) u=0 = (u)lice: Clest vrai d’apres 1)
Supposons maintenant (u) liée
=JdacRtelqueau=0et a0
Donc u = 16 =0
a
On a donc (u) like = u =0
Propriété 26 : Deux vecteurs liés
(u,v) est lice
<~ dk € Rtel que v=Fk.uouu=kuv
<= wu et v sont colinéaires (ou proportionnels)
Démonstration
= Supposons (u, v) liée
Alors 3(a,b) € R tel que  au+bv=0 et (a,b)# (0,0)
Deuxcas: b=0o0ub+#0
e lercas: b=0
Alors a # 0 car (a,b) # (0,0)
Onaalors: au+bv=au=0=>u=0 cara#0
= wu=kv aveck=0
e 2émecas:b#0
Alors au+bv=0=bv=—au=v=—(a/b)u (carb#0)
=v=ku avec k=—a/b
Dans les deux cas, on a bien : u = k.w ou v = k.u. CQFD
<  Ssupposons qu’il existe k € K tel que

10/ 14

u=kvouv==~ku
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e lercas:siu=kwv Attention : on ne peut pas dire a priori lequel sera CL des autres.
= lu+(-k)w=0 avec (1, —k)# (0, 0) Ce que précise la propriété suivante
Donc (u, v) est liée Propriété 28
e 2éme cas :siv=k.u Si (w1, ...up) libre
On a de méme (—k).u+1l.v=0= (u, v) est lice. Alors  (u1, ...up, v) lice <= v CLde (uj, ...up)
Dans tous les cas, (u,v) est liée
fin demo Démonstration
Propriété 27 =  aup+--+apu, +bv=0 et (a1,a2,...an,b) #0
Une famille est liée e Supposons b =0
<= L’un des vecteurs est C.L. des autres. =  ajuy+ -+ apuy, =0et (a1,a9,...a,) #0
Impossible car (uq,...u,) libre.
Démonstration
., e Donc b#0
= Supposons (u, v, w) lice AUy + -+ ap iy + b =0
Alors il existe (a, b, ¢) € R® tel que = v=—(a1/b)ug — - — (an/b)uy
au+bv+ecw=0 et (a, b, ¢)#(0, 0, 0). = v CLde (u, ..., un)
(@, b, &) #£(0,0,0) = a#0oub#£0ouc0 < Découle de propriétés précédentes fin demo
Par exemple, si a # 0, Propriété 29
au+bv+cw=0=au=—-bv—cw *(u, v) lite = (u, v, w) lice
=u=(-b/a)v+ (—c/a)w par contraposée :
Donc u est CL de (v, w) *(u, v, w) libre = (u, v) libre
De méme, si b # 0 alors v est CL de (u, w), et sic# 0 alors w est généralisation :
CL de (u, v) * Toute sur-famille d’une famille liée est liée
Donc T'un des vecteurs est CL des autres (mais rien ne nous permet * Toute sous-famille d’une famille libre est libre
de dire a priori si ¢’est u, v ou w)
<  Supposons que 'un des vecteurs est CL des autres
On a par exemple u CL de (v, w) 6 Base
Donc il existe (a, b) € R? tel que :  u = a.v+ b.w Définition 13 : Bases
= L+ (—a)w+ (=b)w = 0 avec (1, —a, —b) % (0, 0, 0) Soit E un espace vectoriel.
5 Une famille B de vecteurs de E est une base de E
Donc (u, v, w) est lice fin demo <= B est une famille libre et génératrice.
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Définition 14 : Base d’un sous-espace vectoriel
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

Une famille F = (uy, 42, ..., U,) devecteursde E est une base
de F si

o F est libre

e F engendre F' (c’est-a-dire  Vect(F) = F

Propriété 30 : Conséquence : base d’un sev engendré
Soit (u, v, w) une famille de vecteurs de E
Alors

(u, v, w) est une base de Vect(u, v, w)
< (u, v, w) est libre

Démonstration Reésulte immeédiatement du fait que, par définition,
(u, v, w) engendre Vect(u, v, w) fin demo

7 Somme de sous-espaces vectoriels

7.1 Somme de deux sev

Définition 15 : somme de deux sev
Soient I et G deux sev de E

Onnote F+G={u+v/(u,v) € F xG}
Ou encore
’VwEE, w€F+G<:>EI(u,v)€F><G,w:u+U‘

Propriété 31 : somme de deux sev

Soient F et G deux sev de E
Alors F + G estun sevde E

Démonstration
Montrons que F + G est un sev de F

e Soitwe F+G

Alors il existe (u, v) € F x G telque w=u+v
Or F et G sont inclus dans F doncu € Fet v € E
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= w=u+tvek
Dou F+GCE

e 'etGsevde E = OgelF, 0pedG
= 0Og=0+0pecF+G

e Soient (wy,ws) € (F + G)? et (a, b) € K2
Il existe (u1,v1) € F X G, (ug,v2) € ' x G tels que
wy =up +v1 w2 =u2 + V2

=  a.wi+bwy = (a.uy + b))+ (a.ug + bvy) car F et G sont stables

eF G
par CL

= (a.w;+bwy) € F+G

e Conclusion : F'4+ G est un sev de E fin demo
Propriété 32
Soient F', G et H trois sous-espaces de E
1) FCF+G eGCF+G
2) [F+GCH|] <= [FCHetGCH]|
Démonstration
1) Soitue€ F Alors u=u+0 avec 0€G = ucF+G
Donc FCF+(G. Onademéme GCF+G
2) = Supposons F+GCH
Soit u € F
u=u+0avec0ceG = ueF+G

Or F+GCH = wueH
Donc FCH
On montre de méme que : G C H

<  Supposons [FC HetGC H|
Soit we F+G
Il existe (v,w) € F' x G tel que
veF e FCH = wveH
weG e GCH = wecH

u=v+w
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veld etweH =
stable pour addition)
Donc we H

Doun F+GCH

v+w € H (car H est un sev donc

fin demo

Propriété 33 : Conséquence

H F+ G estle plus petit sev de E contenant F' et G

Propriété 34 : Famille génératrice d’un somme
Soint U et V deux familles de vecteurs de F

Alors  Vect(U) + VectV = Vect(U, V)

Démonstration Vect(U) C Vect(U, V) et Vect(U) C Vect(U, V)

et Vect(U, V) est un sev. Donc d’apres la propriété précédente :
Vect(U) + VectV C Vect(U, V)

D’autre part :

Vu € U, u € Vect(U) C Vect(U) + VectY =
De méme, Yu € V, u € Vect(U) + VectV

u € Vect(U) + VectV

Or Vect(U, V) est le plus sev contenant tous les vecteurs de (U, V)
Donc  Vect(U, V) C Vect(U) + VectV

On a bien ’égalité des sev fin demo

7.2 Somme directe

Définition 16 : Somme directe de 2 sev
Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de F
Alors la somme F + G est dite directe si et seulement si

Vue F+G, (v, w) e FXG, u=v+w

Dans ce cas, la somme est notée

(On dit aussi de F' et G sont en somme directe)

Attention : ce qui est nouveau ici, c’est, pour chaque vecteur u, ’unicité
du couple (v, w)
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Propriété 35 : Caractérisation de la somme directe

Deux sev F et G de E sont en somme directe si et seulement si
FnG={0}

Démonstration
= Supposons que la somme est directe :

Yue F+G, I(v,w) e FXG, u=v+w
Montrons F NG = {0}

e F et G étant des sev de E on a trivialement 0€ FNG

e Montrons que FNG c {0}
Soit we FNG
Donc u=0+u avec
et u=u+0 avec (u
Or vweF+G
Donc le couple de F' x G doit étre unique
Donc  (0,u) = (u,0)
= w=0 Du linclusiin et dpnc I’égalité des sev

< Supposons FNG={0}
Soit we F+G
Montrons qu’il existe un unique (v, w) € F' x G tel que u =v +w

0, u) € FxG
,0elFxG

o Existence : découle de la définition de FF + G
e Unicité
Soient (v,w) € F x G tel que
et (v,w')€eFxG tel que
Donc v+w=1v+u
= v—v=uw —w
(v,)€EF? = wv—-v €EF
(w,w')€eG* = w-weqG
Donc v—v=w—-we€FnNG
Or FnG=/{0}
= v—v=w—w=0
= ov=v et w=u
Ce qui prouve 'unicité

u=v-+w
u=0 +w

fin demo
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Remarque :
Ecrire F =G @ H signifie en fait deux choses simultanément : Démonstration
F=G+H =  Supposons F' et GG supplémentaires
F=GoH { F, G sont en somme directe ?1958 EE: F+G et FOG
. olt u €
P été 36
I‘Opltle © ] Alors we F+G
Soient F, G, H trois sev de E. Alors
Et comme F®G
FoG=H
FCcH GcH Il existe un unique couple (v,w) € F x G tel que u=v+w
{VwGH, Nu,v) e Fx G, w=u+v <  Supposons VYu € E, (v,w) e FxG, u=v+w
e Montrons F &G
Remarque 1 : Soit ue F+G
) Pour montrer que deux sev F' et GG sont en somme directe, on montre FetGsevde E = wck
simplement que F NG = {0}
D | FxG, u=
e Pour montrer que sev sont en somme directe et que leur somme est H, onc (v, w) € Fx G, u=v+w
alors on utilise plutot la propriété ci-dessus. Donc F&G
e Montrons £ =F + G
Remarque 2 : Ne pas oublier de montrer que F C H et G C H Dabord, FCEetGCE = F+GCE
D’autre part, soit u € E
Remarque 3 : Pour montrer Il existe un unique (v,w) € F x G tel que u =v +w
| =
Ywe H, IN(u,v) e FxG, w=u+v Done weF 4G
on proceéde le plus souvent par analyse-synthése Dot EcCF4G
Propriété 37 : Base d’une sommes directe
fin demo

Soient deux sev F, G de E, U une base de I’ et V une base de G

Alors F' et G sont en somme directe si et seulement si (U, V) une
base de F' + G

Définition 17 : Supplémentaire

Soit F' et GG deux sev de E

On dit que F et G sont deux sev supplémentairessi EF=F &G

Propriété 38 : Caractérisation de sev supplémentaires
Deux sev F' et G de E sont supplémentaires si et seulement si

Vue E, M v,w) e FXG, u=v+w
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