
2025-26 PCSI Ch 17 : Dimension des e.v. Cours

1 Bases

Dé�nition 1 : Base
Soit E un espace vectoriel.

Une famille B de vecteurs de E est une base de E
⇐⇒ B est une famille libre et génératrice.

Dé�nition 2 : Base canonique de Rn

Dans Rn, on distingue une famille particulière de vecteurs qu'on ap-
pelle la base canonique de Rn composée des n vecteurs :
e1 = (1, 0, 0. . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en =
(0, 0, 0, . . . , 1).

Par exemple, dans R3 :
e1 = (1, 0, 0); e2 = (0, 1, 0); e3 = (0, 0, 1)

(e1, e2, e3) est la base canonique de R3.

Dé�nition 3
Soit E un espace vectoriel.
E est dit de dimension �nie s'il existe au moins une famille généra-
trice de E ayant un nombre �ni de vecteurs.

Propriété 1 : Théorème de la base extraite

De toute famille génératrice d'un K-espace vectoriel non nul E, on
peut extraire une base de E.

Propriété 2 : Existence d'une base

Tout K-espace vectoriel E non nul de dimension �nie admet une
base.

Propriété 3 : Théorème de la base incomplète

Toute famille libre de E peut être complétée en une base.
Les vecteurs ajoutés peuvent être choisis parmi les vecteurs d'une
famille génératrice donnée.
En d'autres termes

Si F est une famille libre et G une famille génératrice

Alors il existe une sous-famille G0 ⊂ G telle que

(F ,G0) est une base de E

2 Dimension

Propriété 4 : p+ 1 vecteurs engendré par p vecteurs

Dans un espace engendré par p vecteurs, toute famille de p + 1
vecteurs est liée.

Propriété 5 : conséquences : libre, liée

� Toute famille de plus de p vecteurs dans un espace engendré par
p vecteurs est liée.

� par contraposée :
Toute famille libre dans un espace engendré par p vecteurs
contient au plus p vecteurs.

Propriété 6 : Théorème de la dimension

Soit E un espace vectoriel de dimension �nie.
Alors toutes les bases de E ont le même nombre de vecteurs.

Exemples

� La base canonique de Rn possède n vecteurs. Donc Rn est de dimension
n et toute base de Rn possède nécessairement exactement n vecteurs.

dimRn = n

Attention : une famille de n vecteurs de Rn n'est pas nécessairement une
base de Rn.

� Espace vectoriel de matrices :

Mn,p(K) est de dimension n× p
Mn(K) (ensemble des matrices carrées d'ordre n) est de dimension n2

A partir de maintenant, tous les espaces vectoriels considérés, sauf

mention contraire, seront de dimension �nie
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3 Conséquences

Propriété 7 : indépendance et dimension

Dans un espace de dimension n

� Toute famille de plus de n vecteurs est liée

� Toute famille libre possède au plus n vecteurs.

En utilisant le théorème de la dimension avec un espace vectoriel E de
dimension n et le théorème de la base incomplète, on obtient les résultats
suivants.
Prenons F = ∅. B = (F + G0) = G′ contient n vecteurs. Donc G contient
au moins n vecteurs.

Propriété 8 : génératrice et dimension

� Toute famille génératrice d'un espace vectoriel de dimension n
contient au moins n vecteurs.

par contraposée :

� Toute famille contenant strictement moins de n vecteurs dans
un espace vectoriel de dimension n ne peut être génératrice.

Les di�érents résultats obtenus peuvent sont résumés ci-dessous :

Propriété 9

F est libre ⇒ Card(F) ≤ dimE
F est génératrice ⇒ Card(F) ≥ dimE

Card(F) > dimE ⇒ F est liée
Card(F) < dimE ⇒ F n'est pas génératrice.

Propriété 10 : Libre, génératrice, base, � Le toutourien �

Si Card(F) = dim(E)
Alors F libre ⇐⇒ F base ⇐⇒ F génératrice.

Propriété 11 Conséquence

Dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille libre de n
vecteurs est une base.

Remarque

Cette propriété est fondamentale. Elle permet bien souvent de démontrer
qu'une famille est une base. Il su�t de véri�er que la famille contient un
nombre de vecteurs égal à la dimension de l'espace vectoriel, puis de montrer
que la famille est libre

Exemple : u = (1, 2), v = (2, 3)
Montrer que (u, v) est une base de R2

4 Dimension des sev

Dé�nition 4 : Base d'un sous-espace vectoriel

Soit F un sous-espace vectoriel de E.

Une famille U = (~u1, ~u2, . . . , ~up) de vecteurs de E est une base
de F si

� U est libre

� U engendre F (c'est-à-dire Vect(U) = F )

Propriété 12 : Conséquence : base d'un sev engendré

Soit U une famille de vecteurs de E. Alors
U est libre ⇐⇒ U est une base de Vect(U)

Propriété 13 : dimension d'un sev

Soit E un espace de dimension �nie
Soit F un sous-espace vectoriel de E
Alors F est de dimension �nie et dimF ≤ dimE.

Dé�nition 5 : droites et plans

� Un ev de dimension 1 est appelé une droite vectorielle

� Un ev de dimension 2 est appelé un plan vectoriel.

� Convention : le sev {~0} est par convention de dimension 0.
Une base conventionnelle de cet ev est ∅.

Propriété 14 : égalité de deux sev

Soit F et G deux sev de E

Alors
F ⊂ G
dimF = dimG

}
⇒ F = G
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Remarques :

� D'une certaine façon, l'égalité des dimensions remplace une des deux
inclusions nécessaires pour l'égalité.

� Évidement, l'égalité des sev ne marche que si on a déjà une des deux
inclusions. Sinon, dire que les dimensions sont égales ne signi�e absolu-
ment pas que les sev sont égaux. Par exemple, deux droites vectorielles
dans le plan géométrique sont de même dimension mais n'ont aucune
raison d'être égales.

Propriété 15 : Conséquence

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E.
Alors F = E ⇐⇒ dimF = dimE

Propriété 16 : sev engendré

Soit U une famille de vecteurs de E

Alors dimVect(U) ≤ Card (U)
et U est libre ⇐⇒ Card (U) = dimVect(U)

Propriété 17

Soit U une sous-famille de V
On a alors dimVect(U) ≤ dimVect(V)

5 Rang d'une famille de vecteurs

Dé�nition 6 : Rang d'une famille de vecteurs

Soit F une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E
Le rang de la famille F est la dimension du sev engendré par F
On le note rg(F).
On a donc rg(F) = dimVect(F)

Propriété 18 : cas d'une famille libre

Soit F = (u1, . . . , up) une famille de p vecteurs d'un espace vectoriel
E.
Alors rg(F) = p ⇐⇒ F est libre

Propriété 19 :

� rg(u1, . . . , up) = rg(u1, u2 + λ2u1 . . . , up + λpu1)

� rg(u1, . . . , up) = rg
(
u1 + (λ2u2 + · · ·+ λpup), u2, . . . , up

)
On peut

� modi�er tous les vecteurs à l'aide d'un seul qui est conservé

� Ou bien modi�er un vecteur avec tous les autres

sans modi�er le rang

Famille échelonnée de vecteurs

Exemple :
u1 = (1, 0, 0, 0)
u2 = (1, 3, 4, 0)
u3 = (2, 3, 5, 6)

Alors rg(u1, u2, u3) = 3

Propriété 20 Famille échelonnée de vecteurs

Une famille échelonnée de vecteurs (u1, . . . , up) est libre
et rg(u1, . . . , up) = p

Application :

Déterminer le rang de (u, v, w, k) avec

u = (1, 2, 3, −6) v = (2, −3, −5, 6)
w = (1, 1, −2, 0) k = (2, −1, 3, −4)
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6 Bases et coordonnées

Propriété 21 : caractérisation par les coordonnées

Soit E un espace vectoriel.
Une famille (~u1, ~u2, . . . , ~un) de vecteurs de E est une base de E si
et seulement si
Pour tout vecteur ~k dans E, il existe un unique n-uplet
(a1, . . . , an) ∈ Kn tel que :

~k = a1~u1 + a2~u2 + · · ·+ an~un

(a1, . . . , an) sont appelés les coordonnées de ~k dans la base
(~u1, ~u2, . . . , ~un)

On peut donc dire :

Propriété 22 : coordonnées

Soit B = (~u, ~v, ~w) une base d'un e.v. E et ~k ∈ E. Alors
~k a pour coordonnées (a, b, c) dans la base B

⇐⇒ ~k = a.~u+ b.~v + c.~w

Soit B=(~u1, ~u2, . . . , ~un) une base de E et k un vecteur de E.

~k a pour coordonnées (x1, x2, . . . , xn) dans la base B.

se note ~kB

∣∣∣∣∣∣∣
x1
...
xn

ou encore ~kB (x1, . . . , xn)

ou bien encore ~k (x1, . . . , xn) dans B
Attention

� On prendra garde de ne pas écrire � k = (x1, x2. . . xn) � car, comme
nous le verrons après, ce n'est vrai que dans le cas où B est la base
canonique de Rn.

� L'ordre des vecteurs de la base est important, et donc aussi l'ordre des
coordonnées d'un vecteur.

� Il faut bien préciser dans quelle base on est. Un des grands jeux en
algèbre est de regarder un même vecteur dans des bases di�érentes. Eh
bien, un même vecteur aura, dans deux bases di�érentes, des coordonnées

di�érentes !

Propriété 23 : Coordonnées

Toute relation sur les vecteurs est équivalente à la même relation
sur les coordonnées dans une base donnée

Soit B une base de E. Notons Xu, Xv, Xw les cordonnées respectives
des vecteurs u, v, w dans la base B. Alors on a par exemple :

� u = v ⇐⇒ Xu = Xv

� w = au+ bv ⇐⇒ Xw = aXu + bXv

� (u, v, w) est libre ⇐⇒ (Xu, Xv, Xw) est libre

Propriété 24 : Base canonique de Rn

Soit (e1, . . . , en) la base canonique de Rn et u ∈ Rn

Alors u = (a1, . . . , an)
⇐⇒ u a pour coordonnées (a1, . . . , an)

dans la base canonique de Rn

Cela signi�e que les composantes d'un vecteurs sont égales à ses coordonnées
dans la base canonique (et ceci ne marche qu'avec la base canonique)
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7 Changement de base

On note C = (e1, e2, e3) une base d'un espace vectoriel E
Soient (u, v, w) trois vecteurs de E de cordonnées

uC

∣∣∣∣∣∣
1
2
3

; vC

∣∣∣∣∣∣
1
1
0

; wC

∣∣∣∣∣∣
1
−1
1

On montre sans di�cultés que (u, v, w) est une autre base de E notée U .
On dira que C est ici � l'ancienne base �et U est la � nouvelle base �.

Soit ~k un vecteur de coordonnées XC =

∣∣∣∣∣∣
x
y
z

dans la base C et de

coordonnées XB

∣∣∣∣∣∣
a
b
c

dans la base U .

Quelle est la relation entre les cordonnées respectives XC et XU du
vecteur ~k ?

k a pour coordonnées (a, b, c) dans la base U
⇐⇒ k = a.u+ b.v + c.w

Donc dans l'ancienne base C, on obtient :xy
z

 = a

1
2
3

+ b

1
1
0

+ c

 1
−1
1


⇐⇒


x = a +b +c
y = 2a +b −c
z = 3a +c

⇐⇒

xy
z

 =

 a+ b+ c
2a+ b− c
3a+ c

 =

1 1 1
2 1 −1
3 0 1

ab
c


On remarque que la matrice

1 1 1
2 1 −1
3 0 1

 est constituée des coordonnées

en colonnes des vecteurs ~u, ~v, ~w de U dans la base C.
Cette matrice est appelée la matrice de passage de C dans U (de
l'ancienne base dans la nouvelle) et on la note P = PC→U .

On a : PC→U =


~u ~v ~w

1 1 1
2 1 −1
3 0 1

,


C

P = PC→U =


U

,


C

La relation

xy
z

 =

1 1 1
2 1 −1
3 0 1

ab
c


s'écrit alors : XC = PC→U .XU

ou plus simplement : XC = P.XU

En inversant la matrice P , on trouve P−1 =
1

7

−1 1 2
5 2 −3
3 −3 1


Et donc : XC = P.XU ⇐⇒ XU = P−1XC

Donc P−1 = PU→C C'est-à-dire PB→C = (PC→B)
−1

On a doncab
c

 = P−1

xy
z

 =
1

7

−1 1 2
5 2 −3
3 −3 1

xy
z



En remplaçant

xy
z

 successivement par

1
0
0

 ;

0
1
0

 ;

0
0
0

 , on obtient

les coordonnées respectives des vecteurs e1, e2, e3 de C dans la base U :

e1
B

∣∣∣∣∣∣
−1/7
5/7
3/7

; e2
B

∣∣∣∣∣∣
−1/7
2/7
−3/7

; e3
B

∣∣∣∣∣∣
2/7
−3/7
1/7
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8 Somme de sous-espace vectoriels

Propriété 25 : Rappel

Soient F,G,H 3 sev de E

� F ⊂ F +G et G ⊂ F +G

� F +G ⊂ H ⇐⇒
{
F ⊂ H
G ⊂ H

Cela signi�e que F +G est le plus petit sev contenant F et G

Propriété 26 : familles génératrices

Soient U et V deux familles de vecteurs de E
Alors Vect(U) +Vect(V) = Vect(U , V)

Propriété 27 (Conséquence) : dimension de la somme

Soient F et G deux sev de dimension �nie
Alors dim(F +G) ≤ dimF + dimG

Propriété 28 : Bases

Soient F et G deux sev de bases respectives U et V
Alors

F et G sont en somme directe
⇐⇒ (U , V) est libre
⇐⇒ (U , V) est une base de F +G

Propriété 29 : Dimensions

Soient F et G sont deux sous-espaces de dimension �nie

alors F et G sont en somme directe

⇐⇒ dim(F +G) = dimF + dimG

Propriété 30 : caractérisation sev supplémentaires

Soient F et G deux sev de E
Si 2 des 3 propriétés suivantes sont véri�ées alors F et G sont sup-
plémentaires :

(i) dimF + dimG = dimE

(ii) F ∩G = {0}
(iii) E = F +G

Dé�nition 7 : Base adaptée à un sev

Une base B = (u1, up, up+1, . . . un de E est adaptée à un sev F si
(u1, . . . up) est une base de F

En d'autres termes, la première partie de B est une base de F

Exemple :

Le sev F de R3 d'équation x+ y + z = 0 a pour base (u, v) avec

u = (1, 0,−1), v = (0, 1,−1) (à véri�er !)

On peut compler cette base (u, v) pour avoir une base de F en prenant par
exemple : e3 = (0, 0, 1) :

(u, v, e3) est alors une base de E adaptée à F .

On peut dire aussi qu'une base B = (U , V) de E est adaptée à F si U
estune base de F

Propriété 31 : existence d'une base adaptée

Soit F un sev d'un espace vectoriel E de dimension �nie
Alors E admet une base adaptée à F

Cela résultat du théorème de la base incomplète :

Si U est une base de F , c'est alors une famille libre de E.
On peut donc la compléter par une famille V de vecteurs de E pour avoir
une base de E.
(On peut même choisir ces vecteurs dans une famille génératrice de E, par
exemple dans la base canonique de Rn quand E = Rn, comme on l'a fait
dans l'exemple.)
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Conséquence :

Propriété 32 : existence du supplémentaire

Soit F un sev d'un espace vectoriel E de dimension �nie
Alors F admet un supplémentaire dans E

Propriété 33

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E

Alors dimF + dimG = dim(F +G) + dim(F ∩G)
Ou encore dim(F +G) = dimF + dimG− dim(F ∩G)

9 Deux exemples

9.1 Suites récurrentes linéaires

9.2 Solutions des ED homogènes
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