2025-26 PCSI

Ch 18 : Polyndémes

Cours

Introduction

Dans toute la suite K est R ou C

On connait les fonctions polynémes définies, par exemple, par :

Vo € R, f(z) = 23 + 222 — 7,
en particulier les trinomes du second degré :  ax® + bx + ¢

Mais si A est une matrice carrée, on peut aussi calculer f(A) = A3+2A42-71
Le but est de généraliser et donc d’introduire des polynoémes formels : un
polynome formel s’écrit avec X au lieu de z

On distinguera alors

e le polynéme P = X3+4+2X2-7

e d’avec la fonction polynomiale f définie par

Vz e R, f(z)=a3+222 -7

Mais pas la peine de se prendre la téte avec cela maintenant. Tout s’éclai-
rera en son temps. Et la lumiére jaillira au dessus de nos tétes baissées
pour illuminer nos fronts plissés par la douleur lancinante due au travail
exténuant de nos pauvres neurones dévitalisés.

1 L’ensemble K[X]

1.1 Définitions élémentaires

Introduction On construit les polyndémes formels & partir d’une
indéterminée (notée classiquement X) est de ses puissances notées
X0=1 X'=X, X2 X3 ...

Définition 1 : polyn6éme
On appelle polynéme a coefficients dans K toute combinaison li-
néaire des puissances de X qui s’écrit sous la forme

P= Zaka avec Vk €0, n]], ar € K
k=0
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Définition 2 : suite presque nulle

On dit qu’une suite (a,)nen est presque nulle si tous ses termes, sauf
éventuellement un nombre fini, sont nuls

Ce qui équivaut & dire que cette suite est nulle & partir d’un certain
rang

Propriété 1
Tout polynéme s’écrit de fagon unique sous la forme

+oo
P=> aX"
k=0

o (ag)ken est une suite presque nulle de K

Propriété 2 : Egalité

+00 “+oo
Deux polynoémes P = Z ap X" et Q = Z b X" sont égaux
k=0 k=0

si et seulement si  (ag)keny = (bk)ken
< Vk €N, ap = b

Définition 3 : Notation
L’ensemble des polynéme a une indéterminée X et & coefficients
dans K est noté K[X]

R[X] C C[X]

On a trivialement

Exemple : 1 + X +1i.X? € C[X]
Le polynéme nul se note faute de mieux 0

Définition 4 : Monoéme

‘ On appelle monéme tout polynéme de la forme a, X"
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1.2 Degré 1.3 Espace vectoriel
Définition 8 : Combinaison linéaire
+o0o +oo
Définition 5 : Degré Soient P =Y apX®, Q= X" q(\p) €K
e Si P est le polynéme nul, par convention d°P = —o0 k=0 k=0
00 o —+o00 i
eSi P=Y aXy£0 On définit alors AP+ 1.Q = > _(Aay, + pbp) X
k=0

k=0

d°P=n <=  an#0etVk>n, ar =0 Propriété 3 : degré de la somme

On a alors P = Z aka avec n=d°P Soient P, Q € K[X]
k=0 o d°(P + Q) < max(d®(P), d*(Q))
e Conséquence : e Si d°(P)#d°(Q)
d°P<n <= Vk>n, a,=0 alors  d°(P + Q) = max(d°(P), d°(Q))
e En particulier :
Définition 6 : coefficient dominant (d°P<n)et (d°Q <n) = d°AP+pQ)<n
Soit P = Z ap X # 0 un polynoéme de degré n Exemple : .
k=0 P=2X34X+7 Q=9X?2+12X-5 R=-2X3+8X%2+1

Alors a, est appelé le coefficient dominant de P

—9y3 2 Qw2 _
apX™ est appelé le terme dominant de P P+Q=2X"+9X"+8X+2 P+ R=8X"—4X+8

Si ap, =1, alors P est appelé un polyndéme unitaire e d°P # d°Q donc P + @ est du degré le plus élevé :
d°(P + @) = max(d®(P), d°(Q)) = max(2, 3) =3

Exemple : P = —3X44+7X —4 P est de degré 4 e d°P = d°R =3 donc P+ R est de degré au plus 3, mais on ne peut
son coefficient dominant est —3 rien dire de plus :

Son terme dominant est —3X* (= son terme de plus haut degré) P(P+R)=2 mais d°(P—R)=3

P n’est pas unitaire

Par contre %P = X4 - %X + % est unitaire (on dit que c’est le

polynéme unitaire associé a P Propriété 4 : espaces vectoriels

K[X] est un espace vectoriel
Pour tout n € N, K,,[X] est un sev de K[X]

Définition 7 : K, [X]
‘ K,,[X] est ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n Provient de  (d°P <n)et (d°Q <n) = d°(AP+puQ)<n
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Propriété 5 : dimension, bases canoniques
o (1, X, X2, X3, ...,)
o (1, X, X2, X3, ..., X"
e dimK,[X|]=n+1

est la base canonique (infinie) de K[X]

est la base canonique de K,,[X]

1.4 Produit

Définition 9 : Produit

“+o0o “+oo
Soient P = Z a Xk Q= Z b X*  deux polynomes de K[X]
k=0 k=0

—+oo k
On définit le polynéme PQ = Z cka avec Cp = Z aibr_;
k=0 =0
En particulier,si P =X* et Q=X alors XFX!=PQ =Xt

Ce qui justifie a posteriori la notation sous forme de puissance : (X™)

Exemple

Calculer P.Q avec P(X)=X"+X"14...4+X+1

et QX)=nX"+n-)X"14+... 4+ X

Propriété 6 : Degré du produit
P, Q) deux polynoémes :
d°PQ =d°P+d°Q (avec la convention

Soient
—00+n = —00)
Propriété 7 : degré d’une puissance
Soit P € K[X] et n €N

deg(P") = n.deg P

Propriété 8 : Intégrité

|VP,Q eK[X], PQ=0 = P=00ouQ@=0
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Propriété 9 Régle de calcul

VP, @, R € K[X], Va € K,
PQ=QP
P(QR) = (PQ)R
a(PQ) = (aP)Q = P(aQ)

P(Q+R)=PQ+PR (et (Q+R)P=QP+RP

car le produit est commutatif)

P1=P

P0O=0
1.5 composition
Exemple

P=X%2-2X+7
PoQ=0Q*-2Q+T
=(2X —-3)2-22X - 3)+7

=(4X? - 12X +9) —4X +6+7
=4X2% - 16X +22
QoP=2P—-3=2X?-4X+11

Q=2X-3

PoQ#QoP

Définition 10 : Composée de polyndémes

On remarque que :

+o00
Soient P et @@ deux polynoémes tels que : P = Z ap X"
k=0

+0o0
Alors PoQ = Z aQF

k=0

ATTENTION : en régle générale PoQ # Qo P
En particulier,
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e si a € K, on identifie le nombre A € K et le polynéme constant
Et donc on pourra écrire Po A =ag+aiA+---+a, A" qui est aussi
un polynéme constant
PoX=ay+a X+ - +a,X"=P=PX)
Ce qui permet d’écrire pour les polynémes formels indifféremment P ou
P(X)

e Par ailleurs, on a aussi

Exemple : Soit P =X2-2X +7
PoX=X?2-2X+4+7=P

XoP=P

PoX=P=XoP

Par ailleurs
On a donc

Cela signifie que X est élément neutre pour la composition de polynémes

Propriété 10 : calculs

Soient (a,b) € K2

d°(PoQ) = d°(QoP) = d°P x d°Q

(PoQ)oR=Po(QoR)

(aPr+bP)oQ =a.(PioQ)+b.(PyoQ)

Po (aQy +bQ2) # a.(PoQ1)+ b.(PoQ2)
(On peut distribuer a droite mais pas a gauche)

(P.Q)oR=(PoR).(QoR)

P(QoR)# (PoQ).(PoR)

mais, en général :

mais, en général :

Exemple : P=X3-2X+7 Q=2X7-3X°
PoQ=«PQ)»=Q%>—-2Q +7 QoP =2P" —3P5
d°Q=7 = d°Q*=21 = d°PoQ =21=d°Pd°Q
d°P=3 = d°P"=21 = d°QoP =21=d°Pd°Q

Soient

2 Divisibilité et division euclidienne

Un exemple : division euclidienne de A = X*4+ X3+ X +1 par

B=2X2-X+1
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Propriété 11 : Théoréme

Soient A et B deux polynomes tels que B # 0

Alors il existe un unique couple de polynémes (Q, R) tels que :
A=B.Q+R e d°R<d°B

Q est appelé le quotient et R le reste de la division euclidienne de
A par B.

Exemples d’applications

2)

b)

Soient A=X"-5X3+7 et B=X-2
Quel reste de la division euclidienne de A par B?

A=X"-5X3+7 B=X?2-X=X(X-1) ResteR?

A=X"-5X34+7 B=X?+4 Reste?

Définition 11 : divisibilité
‘ A est divisible par B si et seulement si il existe @ tel que A = BQ

fonctions polynomiales et racines

Définition 12 : fonction polynéme

n
A tout polynéme P = Zaka de K[X] on associe une fonction
k=0

n
P:K—K telleque VzekK, P(x)= Zak:ﬁk
k=0
P est appelée la fonction polynomiale associé a P
Propriété 12
(aP +bQ) = aP + bQ
(PoQ) = PoQ (P")

(PQ) = PQ
(PY
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Définition 13 : Racine d’un polynéme

‘ a € K est racine du polynome P si et seulement si P(a) = 0

Vocabulaire : Attention & bien distinguer « racine » et « solution »

On parle des racines d'un polynéme et des solutions d’'une équation.
De facon plus précise, on dira

a est racine du polynéme P
<= a est solution de I’équation

P(x)=0

Propriété 13 : Caractérisation des racines
a € K est racine du polynéme P

si et seulement si P est divisible par X —a
Clest-a-dire il existe @ € K[X] tel que P = (X —a)Q
Définition 14 : Multiplicité d’une racine

a est racine de multiplicité m € N* de P ssi

Q € K[X] tel que
P=(X—a)"Q avec

il existe

Q(a) #0

Définition 15 : Conventions
e Si a n’est pas racine de P ( <= P(a) # 0), on dit que a est
racine de multiplicité 0

e Une racine de multiplicité 1 est dite racine simple.

e On définit de méme les racines doubles, triples, etc.
Exemples
e P(X)=(X-23(X3+ X2+ X +1)= (X -2)3Q
2 est racine de multiplicité 3 de P car Q(2) =8+4+2+1#0

e P(X)=(X—-1)}(X +1)?(X -3)(X +4)
i et —i sont racines doubles, 3 est racine simple et —4 est racine triple de P
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Propriété 14 : multiplicité

a est racine de multiplicité au moins m € N* de P
Q € K[X] tel que
P=(X—-a)"Q

ssi il existe

Remarque : il n’a donc pas de condition sur ) dans ce cas.

Propriété 15 : racines et divisibilité

aq, ...apsont des racines distinctes de P de multiplicités respectives
mi, ..., mp siet seulement si

il existe un polynome @ € K[X] tel que

P= (H(X—Oék)mk> Q et ke [[Lpll, Qax) #0

k=1

Propriété 16 (Conséquence) : Degré et racines
e Si a1, ...y sont des racines de P de multiplicités respectives
mi, ..., Myp

p
Alors d°P > ka
k=1
e En particulier un polynéme de degré n posséde au plus n racines
distinctes

Propriété 17 (Conséquence) : polynéme nul et racines

e Un polynéme P de degré au plus n est nul si et seulement si il
posséde au moins n + 1 racines distinctes

e Un polynoéme est nul si et seulement si il posséde une infinité de
racines distinctes

e Deux polynémes P et Q de degré au plus n sont égaux si et seule-

ment si ils coincident pour n + 1 valeurs c’est-a-dire qu’il existe
n + 1 valeurs distinctes z1, ..., Tn, Tn4+1 telles que

Vie [[Ln + 1“) P('rl) = Q(wl)
e Deux polynémes P et () sont égaux si et seulement si ils coincident

pour une infinité de valeurs c’est-a-dire qu’il existe une infinité
d’éléments z; € K tels que Vi, P(x;) = Q(x;)
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Exemple : Soit P un polynéme tel que Vn € N, P(n) =0
P admet alors une infinité de racines. Donc P est le polyndéme nul.
Remarquer que cela ne vaut pas pour des fonctions classiques : par exemple

f:x—sin(mx) qui s’annule pour tout n € Z et qui pourtant n’est pas la
fonction nulle.

Définition 16 : Polynéme scindé
e P polynéme de degré n est scindé si et seulement si il existe
(a1, ...an) € K" tel que
n
P=an(X —a1) (X —om) = an [ [(X — ap),
k=1
les ay, n’étant pas nécessairement distincts
e On peut dire de facon équivalente :
P est scindé ¢’il admet p racines distinctes
tiplicités  mq, ...m, telles que

at, ...qp demul-

d°P=mqi+---my
P

P=a, H(X —ag)™*
k=1

Dans ce cas :

Définition 17 : Polynéme simplement scindé
Un polynome P est dit simplement scindé s’il est scindé et que toutes
ses racines sont simples

Autrement dit, un polynome de degré n est simplement scindé si et
seulement si il admet n racines distinctes

4 Polynoémes irréductibles et décomposition

4.1 Polynémes irréductibles

Propriété 18 : Théoréme de d’Alembert-Gauss
Soit P un polynéme de degré > 1 de C[X]

Alors P admet au moins une racine dans C.
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Polynéme irréductible : Un polynéme P est irréductible s’il ne peut pas se

décomposer comme un produit non trivial de deux polynémes

Par exemple : P = 2X — 3 peut s’écrire P = QR avec
R = X — 3/2. Mais dans ce cas, la décomposition est « triviale »
peut toujours mettre un polyndme constant en facteur. C’est donc sans
intéreét.

Par contre pour P = X2+ 1= (X —i)(X + 1)
produit (dans C[X]) est non triviale.

Q = 2et
:on

la décomposition en

Définition 18 : Polyndémes irréductibles
Soit P € K[X] un polynéme non constant,

P est irréductible dans K[X]

< V(4, B) € K[X],
(P=AB) = (A est constant ou B est constant)
<~ V(4, B)eK[X], (P=AB) = (Ae€KouBecK)

Définition 19 : Polynémes réductibles
Soit P € K[X], P est réductible dans K[X] ssi

J(A, B)eK[X]?, P=AB et d°A>1 et d°B>1

Exemple : P = X244 est irréductible dans R[X] mais réductible dans C[X]

4.2 Deécomposition dans C[X]

Propriété 19 : Polynoémes irréductibles de C[X]

e Les polynomes irréductibles de C[X] sont ses polynomes de de-
(de la forme P =aX +b)

e Les polynomes irréductibles unitaires de C[X] sont de la forme
X —a avecacR

gré 1
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Propriété 20 : Décomposition d’un polynéme dans C[X]
Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 1.
Alors il existe n nombre complexes (non nécessairement deux a deux
distincts) 21, ..., 2z, tels que:
P=ap(X —21)(X —22)...(X — z)
De plus cette décomposition est unique & ’ordre des facteurs prés.

Un complexe a est une racine de multiplicité k ssi il apparait exac-
tement k fois dans la décomposition.

Cette décomposition peut aussi s’écrire :
Propriété 21 : Décomposition d’un polynéme dans C[X]

k
P(X)=an(X —21)"(X —29)m2 -« (X — z1,)™ anH —z)™
=1
ol 21, ..., 2z sont k racines distinctes de P
et mq, ..., mg sont leurs ordres de multiplicité respectifs.
Onadonc: mi+---+mp=n.

Conséquence :

Propriété 22 : Polynomes scindés de C[X]
| Tout polynome (non nul) de C[X] est scindé

Propriété 23 : Somme et produit des racines

Soit P = Z ar X" un polynoéme de degré n dans C[X]

k=0
Soient g, ..., ap ses n racines (distinctes ou non) dans C
—Cp—
Alors s=a1+as- -+ a, = n—l
Gnp
a
et pP=qQiag- -y = (71)"—0
Qnp
- P(0
En particulier P(0)=a9 = p=ai--a,=(-1)" ©
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En effet, par dévelopemment :

P=ap(X —a)(X —a2)...(X —ap)
=ap(X"— (1 +az- +a)X" 4+ () "ara ... ap)
=, X" —ap(ar+ag+ -+ o) X" T4 fa, (D) a1an - an
= ap-1=—ap(a1tae+---Fa,) et ag=an(—1)"(v1az...ay)

4.3 Décomposition dans R[X]

P=X44+X2+1

Trouver la factorisation dans C, puis la factorisation dans R

Exemple :

Définition 20 : Polynéme conjugué

+oo
Soit P = Z ax X" un polynome de C[X]
k=0
On appelle polynéme conjugué de P le polynome P = Z apX®
k=0

Exemple : P=1iX2+e™5X +3+i = P=-iX2+e ™/SX+3—1i

En particulier, pour a € C: (X —a)* et (X —a)* sont conjuguées.

Lemme : polyndme réel
Soit P € C[X].

On aalors PeR[X] <«

Propriété 24
| Soit P e C[X], VzeC, P(z)=P(z)
Propriété 25 : Racine du polynéme conjugué
Soit P € C[X]

a € C est racine de polynéme P de multiplicité k

<  «estracine de P de multiplicité k
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Propriété 26

Soit P € R[X] un polynéme réel et «a € C\R. Alors
« est une racine complexe de P de multiplicité k&

<= o est également racine de P de multiplicité k

Et dans ce cas, [(X —a)(X —a)]F est un polynome réel diviseur

de P

Propriété 27 : polynoémes irréductibles de R[X]
Les polynomes irréductibles de R[X] ont deux formes possibles :
e aX —b
e aX?>+bX +c aveca€R* b,ccRet

avec a € R*, be R
A=0b>—4ac<0

Propriété 28 :
RIX]

Polynémes unitaires irréductibles de

Les polynomes unitaires irréductibles de R[X] sont :
e X —b avecbelR

e X2+ bX +c¢ avecb,ceRet A=0>—4c<0

Propriété 29 : Théoréme de décomposition dans R[X]

Un polynéme P de R[X] de degré n et de coefficient dominant a,,
se décompose de la facon suivante :
p q
P(X) = an [[(X = o) [T(X® +b;X +¢5)
i=1 j=1
avec
e p+2¢g=n
e «;, bj, ¢c; sont des éléments de R .

e les polynomes X2+ b;X +¢; n’aont aucune racine dans R

Cette décomposition est unique & 'ordre des facteurs prés.
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5 Deérivation

Si on a une fonction polynéme
n

f(@) = anz™ + an—12" ' + -+ aza® + a2 + a1z + ap = Z apx”

k=0
En dérivant on a :

(@) = apna™ ' +an_1(n— 12" 2+ +a3.32% + a2.2z + ay

n . n—1
= Zaj.j.x]_l = Zak+1(k: +1)z*
j=1 k=0

On adapte cette formule aux polynomes :
Définition 21
+oo
Soit P = Z arX* un polynome
k=0
+oco

Alors on pose P’ = Z ape1(k+1)XF
k=0

qui est le polynéme dérivé de P

Propriété 30

e PP=0 <= P est un polynome constant
«Si d°P>1, d°P =d°P—1

e (aP+0Q) =a.P +0b.Q

. (PQ) =PQ+PQ

o Vn e N*, (Q") =nQ"'Q

. (PoQ) =(P0Q).Q

Propriété 31 : Dérivée de la fonction polynomiale

| (P")=(PY

Propriété 32 : Egalité des dérivées
Soient P, () deux polynémes de K[X]
PP=@Q << [FbeC, P=Q+})
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Propriété 33 : Egalité de deux polynoémes

Soit a € K (quelconque). Alors
P=Q <+ [P=Q et

Définition 22 : Dérivées successives

On note P™ la dérivée d’ordre n de P.
Ona PO=p pO=p ¢ Ppo+dh=(p)" = (pmy

Propriété 34 : Degré et dérivées

Soit P € K[X]
e d°P<n «— POtH
e d°P=n <= POFD =(get P £

Exemple : P=X?+X24+X+1 Ona PO =6#£0et P =0

Propriété 35 : Formule de Leibniz
Soient P et @ deux polynomes de K[X] et n € N Alors

(P.Q)™ — i <Z> P Qn—H)

k=0

Propriété 36 : Formule de Taylor (d°P < n)

Soit P un polynoéme de degré au plus n et a € K, alors :

n —ak
" gp(k)(a) = k! )

Propriété 37 : Formule de Taylor générale
Soit P un polynéme de degré quelconque et a € K, alors :

400 (k)a
k=0 ’

k

Exemple : P = X3+ X2+ X +1 La formule de Taylor en 2 donne :

(k) 2)
X) = P 3!(3) (X —2)%+ P 2!(2) (X -2+ X
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P(2)=8+4+2+1=15
P(X)=3X2+4+2X+1 P(2)=12+4+1=17
P"(X)=6X +2 P"(2) = 14
PO(X)=6 PB(2) =6
Dou P(X)=(X—-2P2+7(X -2 +17(X —2) +15
Propriété 38
dérivées
Soit P € K[X) et a € K.  Alors :

Caractérisation des racines par les

a est racine de multiplicité m

— Pla)=Pla)=---=P" Va)=0 et P™(a)#0

Exemple : 1 est racine de multiplicité 2 de P = X% —2X2 +1

En effet P(1) =0
P'=4X%-4X P(1)=4-4=0
P"=12X2—-4 P'(1)=8+#0

Propriété 39 : Conséquence
Soient P € K[X], a € K, m € N. Alors

P est divisible par (X —a)™
AQ e K[X], P=(X —a)"Q
a est racine de P de multiplicité au moins m

P(a) = P'(a) = ... P D(a) =0

111
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