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EXERCICE 1

On rappelle l'encadrement "classique " 2, 7 < e < 2, 8, encadrement qui per-

met facilement d'obtenir les inégalités suivantes : 2 < e < 3 < e2, inégalités

que l'on pourra utiliser sans démonstration.

On note f la fonction x 7→ 4− 1
4 ln(x) et I l'intervalle [3; 4]

1. Montrer que l'équation f(x) = x a au moins une solution dans I.

Remarque : comme l'énoncé porte sur l'existence � d'au moins une solu-
tion �, il oriente vers l'utilisation du théorème des valeurs intermédiaires.

Posons g(x) = f(x)− x
g(3) = 4− ln 3− 3 = 1− 1

4 ln 3 avec e < 3 < e2 ⇒ 1 < ln 3 < 2

⇒ −1
4 > −

1
4 ln 3 > −

1
2 ⇒ 3

4 > 1− 1
4 ln 3 >

1
2

Donc g(3) > 0

g(4) = 4− ln 4− 4 = − ln 4 < 0

g(3) > 0 > g(4) avec g continue sur [3, 4] donc d'après le théorème
des valeurs intermédiaires, il existe au moins un réel x0 ∈ [3, 4] tel que
g(x0) = 0 c'est-à-dire f(x0) = x0

2. f est de façon évidente dérivable sur I. Encadrer f ′(x) pour x ∈ I

f(x) = 4− 1
4 ln(x) ⇒ f ′(x) =

−1
4x

Pour x ∈ [3, 4], 3 ≤ x ≤ 4 ⇒ 1

4
≤ 1

x
≤ 1

3
car tout est positif

⇒ −1
12
≤ −1

4x
≤ −1

16
c'est-à-dire

−1
12
≤ f ′(x) ≤ −1

16

3. Montrer que l'équation f(x) = x a une unique solution dans I .

∀x ∈ [3, 4], f ′(x) =
−1
4x

< 0 ⇒ g′(x) < f ′(x) < −1

Donc g est donc strictement décroissante sur [3, 4] donc l'équation g(x) = 0
admet x0 pour unique solution.

Pour la suite on note s cette solution

4. Montrer que : ∀(a, b) ∈ I2 |f(b)− f(a)| ≤ K | b − a | où K est une
constante élément de ]0; 1[ que l'on précisera.

∀x ∈ [3, 4],
−1
12
≤ f ′(x) ≤ −1

16

⇒ −1
12
≤ f ′(x) ≤≤ 0

⇒ ∀x ∈ I, |f ′(x)| ≤ 1

12
De plus f est continue et dérivable sur I

Donc d'après l'inégalité des accroissements �nis

∀(a, b) ∈ I2, |f(a)− f(b)| ≤ 1
12 |a− b|

5. Soit U la suite dé�nie par : U0 = 3 ∀n ∈ N Un+1 = f(Un)

(a) Montrer que : ∀n ∈ N | Un+1 − s |≤ K | Un − s |
Pour utiliser la propriété précédente, il faut montrer que
∀n ∈ N, un ∈ I
Par récurrence :
� Initialisation : n = 0
U0 = 3 ∈ I Vrai pour n = 0

� Hérédité : supposons la propriété vraie à un rang n ∈ N donné
Or (Un, s) ∈ I2, donc d'après la question précédente

⇒ f(4) ≤ f(Un) ≤ f(3) car f décroissante

⇒ Un+1 ∈ [f(4), f(3)]

Mq f(4) ≥ 3 et f(3) ≤ 4 :

f(4)− 3 = 4− 1
4 ln(4)− 3 = 1− 1

2 ln 2

Or 2 < e ⇒ ln 2 < 1 ⇒ −1
2 ln 2 > −1

2

⇒ 1− 1
2 ln 2 >

1
2 > 0 ⇒ f(4) > 3

D'autre part

f(3)− 4 = 3− 1
4 ln(3)− 4 = −1− 1

4 ln(3) < 0

Donc 3 < f(4) et f(3) < 4 avec Un+1 ∈ [f(4), f(3)] ⊂ [3, 4]

⇒ Un+1 ∈ [3, 4]

La propriété est vraie au rang n+ 1

� Conclusion : ∀n ∈ N, Un ∈ I
Ainsi, ∀n ∈ N, Un ∈ I et s ∈ I
Donc on peut remplacer (x, y) par (Un, s)

en utilisant la question 4.b), on obtient :

|f(Un)− f(s)| ≤ K.|Un − s|
⇐⇒ |Un+1 − s| ≤ K|Un − s| car f(s) = s
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(b) En déduire que ∀n ∈ N | Un − s |≤ Kn

Montrons-le par récurrence sur n ∈ N
� Initialisation : n = 0
U0 = 3 et s ∈ [3, 4]

⇒ 3 ≤ s ≤ 4 ⇒ 0 ≤ s− U0 ≤ 1 ⇒ |s− U0| ≤ 1 = K0 ⇒
|s− U0| ≤ K0

Vrai pour n = 0

� Hérédité : supposons la propriété vraie à un rang n ∈ N donné
On a |Un − s| ≤ Kn

⇒ K|Un − s| ≤ Kn+1 car K ≥ 0

Or |Un+1 − s| ≤ K|Un − s| d'après 5)a)

⇒ |Un+1 − s| ≤ Kn+1

La propriété est vraie au rang n+ 1

� Conclusion : ∀n ∈ N, |Un − s| ≤ Kn

Autre méthode plus rapide :

Posons Vn =
Un − s|
Kn

⇐⇒ |Un − s| = KnVn

On a | Un+1 − s |≤ K | Un − s |
⇒ Kn+1Vn+1 ≤ K.KnVn

⇒ Vn+1 ≤ Vn car K > 0

La suite (Vn) est décroissante, donc

∀n ∈ N, Vn ≤ V0 ⇒ |Un − s|
Kn

≤ |U0 − s| ≤ 1 ⇒ |Un − s| ≤ Kn

(c) Qu'en déduit-on concernant la suite U ?

On a ∀n ∈ N, 0 ≤ |Un − s| ≤ Kn

Or 0 ≤ K < 1 ⇒ lim
n→+∞

Kn = 0

Donc par encadrement lim
n→+∞

|Un − s| = 0 ⇐⇒ lim
n→+∞

Un = s

EXERCICE 2

1. Calculer pour x réel
∫ x

0

t

(1 + t2)2
dt en posant u = 1 + t2

u = 1 + t2 du = 2t dt Bornes :

{
t = x u = 1 + x2

t = 0 u = 1

F (x) =

∫ x

0

1

(1 + t2)2
t dt =

∫ 1+x2

1

1

u2
· 1
2
du =

−1
2

∫ 1+x2

1

−1
u2

du

=
−1
2

[
1

u

]1+x2

1

=
−1
2

[
1

1 + x2
− 1

]
2. Résoudre sur R l'équation di�érentielle (1 + x2)2 y′ + 2xy = x e

1
1+x2

∀x ∈ R, 1 + x2 6= 0 Donc

(E) ⇐⇒ (1 + x2)2 y′ + 2xy = x e
1

1+x2

⇐⇒ y′ +
2x

(1 + x2)2
y =

x e
1

1+x2

(1 + x2)2

� EHA : (E0) y′ +
2x

(1 + x2)2
y = 0 ⇐⇒ y′ + a(x) y = 0

Avec a(x) = 2
x

(1 + x2)2

D'après la question précédente, une primitive de a est

A(x) =
−1

1 + x2

D'où y0(x) = Ke−A(x) = K exp

(
1

1 + x2

)
avec K ∈ R

� Solution particulière

On cherche une solution du type yP (x) = C(x) exp

(
1

1 + x2

)
y′P (x) = C ′(x) exp

(
1

1 + x2

)
+ C(x) exp

(
1

1 + x2

)
−2x

(1 + x2)2

D'où

(E) ⇐⇒ C ′(x) exp

(
1

1 + x2

)
+ C(x) exp

(
1

1 + x2

)
−2x

(1 + x2)2

+
2x

(1 + x2)2
C(x) exp

(
1

1 + x2

)
=

x e
1

1+x2

(1 + x2)2
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⇐⇒ C ′(x) exp

(
1

1 + x2

)
=

x e
1

1+x2

(1 + x2)2

⇐⇒ C ′(x) =
x

(1 + x2)2

Donc C(x) =
−1

2(1 + x2)
convient

yp(x) =
−1

2(1 + x2)
exp

(
1

1 + x2

)
� Solution générale

yG(x) = K exp

(
1

1 + x2

)
+

−1
2(1 + x2)

exp

(
1

1 + x2

)
=

[
K − 1

2(1 + x2)

]
exp

(
1

1 + x2

)
avec K ∈ R

EXERCICE 3

On admet que les conditions a0 = 1 ∀n ∈ N an+1 =

√
an

1− 1

2n+1

dé�nissent bien une suite a à termes strictement positifs , et on pose

∀n ∈ N, bn = 2n ln(an)

1. Montrer que ∀n ∈ N∗, bn = −
∑n
k=1 2

k ln

(
1− 1

2k

)
Pour n ∈ N∗

ln(an+1) = ln

( √
an

1− 1
2n+1

)
= ln

(√
an
)
− ln

(
1− 1

2n+1

)
=

1

2
ln(an)− ln

(
1− 1

2n+1

)
D'où

bn+1 = 2n+1 ln(an+1)

= 2n ln(an)− 2n+1 ln

(
1− 1

2n+1

)
= bn − 2n+1 ln

(
1− 1

2n+1

)
⇒ bn+1 − bn = −2n+1 ln

(
1− 1

2n+1

)
D'où, en remplaant n par k − 1, pour k ≥ 1

− 2k ln

(
1− 1

2k

)
= bk − bk−1

⇒
n∑
k=1

−2k ln
(
1− 1

2k

)
=

n∑
k=1

(bk − bk−1) = bn − b0 (par télscopage)

= bn car b0 = 20 ln(a0) = 0

D'où ∀n ∈ N∗, bn = −
∑n
k=1 2

k ln

(
1− 1

2k

)
2. Montrer que ∀x ∈ [0; 1

2 ] x ≤ − ln(1− x) ≤ x+ x2

Posons g(x) = x + ln(1 − x) et h(x) = x + x2 + ln[1 − x) pour
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x ∈ [0, 1/2]

g et h sont dé�nie dérivables sur [0; 1/2]

� g′(x) = 1− 1

1− x
−x
1− x

< 0 pour 0 ≤ x ≤ 1/2

Sur [0, 1/2], g′(x) ≤ 0 donc g est décroissante

et comme g(0) = 0 on a

∀x ∈ [0, 1/2], g(x) ≤ 0 et donc x ≤ − ln(1− x)
� ∀x ∈ [0, 1/2],

h′(x) = 1 + 2x− 1

1− x
=

(1 + 2x)(1− x)− 1

1− x

=
1− x+ 2x− 2x2 − 1

1− x
=
x− 2x2

1− x
=
x(1− 2x)

1− x
Sur [0, 1/2], 1− 2x ≥ 0, x ≥ 0, 1− x ≥ 0

Donc h′(x) ≥ 0 et h est croissante. Or h(0) = 0

D'où h(x) ≥ 0 ⇒ x2 + x ≥ − ln(1− x), ∀x ∈ [0, 1/2]

Les deux inégalités sont donc véri�ées

3. Montrer que ∀n ∈ N∗ n ≤ bn ≤ n+ 1− 1

2n

Par récurrence sur n ∈ N
� Initialisation : pour n = 0, b0 = 0, n+ 1− 1

2n
=

1

2
L'inégalité est véri�ées au rang n = 0

� Hérédité : supposons l'encadrement vrai à un rang n ≥ 0 donné

On a n ≤ bn ≤ n+ 1− 1

2n
(1)

D'après le calcul de la question 1), on a

bn+1 = bn − 2n+1 ln

(
1− 1

2n+1

)
On a 2n+1 ≥ 2 ⇒ 0 ≤ 1

2n+1
≤ 1

2

On peut donc remplacer x par
1

2n+1
dans l'encadrement du 2)

1

2n+1
≤ − ln(1− 1

2n+1
) ≤ 1

2n+1
+

(
1

2n+1

)2

⇒ 1 ≤ −2n+1 ln(1− 1

2n+1
) ≤ 1 +

1

2n+1
(2)

En additionnant (1)+(2) :

n+ 1 ≤ bn − 2n+1 ln(1− 1

2n+1
) ≤Mn

⇐⇒ n+ 1 ≤ bn+1 ln(1−
1

2n+1
) ≤Mn avec

Mn = (n+ 1− 1

2n
) + (1 +

1

2n+1
) = n+ 2− 2

2n+1
+

1

2n+1
)

= n+ 2− 1

2n+1

L'encadrement est donc vrai au rang n+ 1

� Conclusion : l'encadrement vaut pour tout n ∈ N (et donc pour n ∈ N∗)

Autre méthode : on utilise la question 1. (Ce qui est plus dans l'esprit de
l'exo)

On a ∀x ∈ [0; 1
2 ] x ≤ − ln(1− x) ≤ x+ x2

Or pour k ≥ 1,
1

2k
≤ 1

2
donc on peut remplacer x par

1

2k
:

1

2k
≤ − ln(1− 1

2k
) ≤ 1

2k
+ (

1

2k
)2

⇒ 1 ≤ −2k ln(1− 1

2k
) ≤ 1 +

1

2k

et on somme pour k ∈ [[1, n]] (avec n ∈ N∗)
n∑
k=1

1 ≤ −
n∑
k=1

2k ln(1− 1

2k
) ≤

n∑
k=1

(
1 +

1

2k

)

⇒ n ≤ bn ≤ n+

n∑
k=1

(
1

2

)k

avec
n∑
k=1

(
1

2

)k
=

1/2− (1/2)n+1

1− 1/2
= 2(1/2− (1/2)n+1) = 1− (1/2)n

D'où ∀n ∈ N∗, n ≤ bn ≤ n+ 1− 1

2n

4. En déduire grâce à un encadrement de an que a converge et donner sa limite L

Pour tout n ∈ N, On a n ≤ bn ≤ n+ 1− 1

2n

⇐⇒ n ≤ 2n ln(an) ≤ n+ 1− 1

2n
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⇐⇒ n

2n
≤ ln(an) ≤

n+ 1− 1/(2n)

2n
car 2n > 0

Quand n→ +∞, n

2n
→ 0 (Croissance comparée)

Et
n+ 1− 1/2n

2n
=

n

2n
+

1

2n
− 1

4n
→ 0

La suite (ln an) est encadrée par deux suites qui tendent vers 0

Donc lim
n→+∞

ln(an) = 0

⇒ lim
n→+∞

an = e0 = 1 par continuité de la fonction exp

5. Déterminer un équivalent simple de an − L

On a
n

2n
≤ ln(an) ≤

n

2n
+

1

2n
− 1

4n
⇒ un ≤ an − 1 ≤ vn

avec un = exp
( n
2n

)
− 1 et vn = exp

(
n

2n
+

1

2n
− 1

4n

)
− 1

et
n

2n
→ 0,

n

2n
+

1

2n
− 1

4n
→ 0 quand n→ +∞

Or exp(X)− 1 ∼ X quand X → 0

⇒ un ∼
n→+∞

n

2n
et vn ∼

n→+∞

n+ 1− 1/2n

2n

Or n→ +∞ et 1− 1/2n → 1 ⇒ 1− 1/2n = o(n)

⇒ n+ 1− 1/2n ∼
n→+∞

n ⇒ vn ∼
n→+∞

n

2n

Or un ≤ an − 1 ≤ vn ⇒ un
n/2n

≤ an − 1

n/2n
≤ vn
n/2n

car n/2n > 0

D'après les équivalents précédents lim
n→+∞

un
n/2n

= lim
n→+∞

vn
n/2n

= 1

Donc, par encadrement lim
n→+∞

an − 1

n/2n
= 1 ⇒ an − 1 ∼

n→+∞

n

2n

PROBLEME

Partie I

Pour n ∈ N, on pose In =
∫ π

2

0
cosn(x)dx Jn = (n+ 1)InIn+1 et

Kn = I2n

1. Étudier la monotonie de la suite (In)n∈N

Pour n ∈ N,

In+1 − In =

∫ π/2

0

cosn+1(x) dx−
∫ π/2

0

cosn(x) dx

=

∫ π/2

0

cosn+1(x)− cosn(x) dx

=

∫ π/2

0

cosn(x)(cos(x)− 1) dx

Or, pour x ∈ [0, π/2], cosn(x) ≥ 0 et cos(x)− 1 ≤ 0

⇒ In+1 − In =

∫ π/2

0

cosn(x)(1− cos(x)) dx ≤ 0 car 0 ≤ π/2(BBS)

⇒ ∀n ∈ N, In+1 ≤ In
Donc la suite (In) est décroissante

2. Montrer à l'aide d'une intégration par parties que :

∀n ∈ N In+2 =
n+ 1

n+ 2
In

Pour n ∈ N, In+2 =

∫ π/2

0

cosn+1(x) cos(x) dx

Posons

{
u(x) = cosn+1(x) u′(x) = −(n+ 1) cosn(x) sin(x)
v′(x) = cosx v(x) = sinx

avec u, v C1 sur [0, π/2]

In+2 = [cosn+1(x) sinx]
π/2
0 −

∫ π/2

0

−(n+ 1) cosn(x) sin(x) sin(x) dx

= [cosn+1(π/2) sin(π/2)− cosn+1(0) sin(0)]

+ (n+ 1)

∫ π/2

0

cosn(x) sin2(x) dx

16 avril 2026 10:29 5/ 9 "2026_PCSI DS 06 (CB)"



2025-26 PCSI CONCOURS BLANC - le 3 mars 2026 Corrigé (PROF)

= [0− 0] + (n+ 1)

∫ π/2

0

cosn(x)(1− cos2 x) dx

In+2 = (n+ 1)(In − In+2)

⇒ (n+ 2)In+2 = (n+ 1)In

⇒ In+2 =
n+ 1

n+ 2
In pour n ∈ N

3. Montrer que la suite (Jn)n∈N est constante et calculer Jn pour n ∈ N

Jn = (n+ 1)InIn+1

⇒ Jn+1 = (n+ 2)In+1In+2

= (n+ 2)In+1
n+ 1

n+ 2
In

= (n+ 1)In+1In

⇒ Jn+1 = Jn pour tout n ∈ N
Donc la suite (Jn) est constante

D'où ∀n ∈ N, Jn = J0 = (0 + 1)I0I1

avec I0 =

∫ π/2

0

cos0(x) dx =

∫ π/2

0

1. dx = π/2

et I1 =

∫ π/2

0

cos1(x) dx = [sinx]
π/2
0 = sin(π/2)− sin(0) = 1

Donc ∀n ∈ N, Jn =
π

2

4. Montrer que : ∀n ∈ N, In > 0 (on commencera par prouver que In ≥ 0)

Sur [0, π/2], cosx ≥ 0 ⇒ cosn(x) ≥ 0

⇒
∫ π/2

0

cosn(x) dx ≥ 0 car 0 < π/2 (BBS)

⇒ In ≥ 0

D'autre part :

Jn = (n+ 1)InIn+1 = π/2 ⇒ (n+ 1)InIn+1 6= 0 ⇒ In 6= 0

Donc In > 0 pour n ∈ N

5. Utiliser notamment la monotonie de la suite (In)n∈N montrer pour n ∈ N,
que

n

2n+ 1
J2n ≤ nK2

n et
1

2
J2n+1 ≥ nK2

n

Kn = I2n et Jn = (n+ 1)InIn+1 ⇒ J2n = (2n+ 1)I2nI2n+1

Soit n ∈ N
Par équivalences : il faut donc montrer

n

2n+ 1
(2n+ 1)I2nI2n+1 ≤ nI22n

⇐⇒ nI2nI2n+1 ≤ nI22n
⇐⇒ I2n+1 ≤ I2n car nI2n > 0 pour n > 0

Ce qui est vrai car (In) est décroissante

Pour n = 0, l'inégalité est triviale

Donc la première inégalité est véri�ée

Montrons l'autre inégalité :
1

2
J2n+1 ≥ nK2

n

Pour n ∈ N
nK2

n = nI2nI2n

Or (In) est décroissante donc, pour n ≥ 1

I2n ≤ I2n−1
⇒ nI22n ≤ nI2n−1I2n car nI2n > 0

⇒ nI22n ≤ 1
2 (2nI2n−1I2n)

Or ∀n ∈ N, Jn = (n+ 1)InIn+1 ⇒ J2n−1 = 2n.I2n−1I2n

⇒ nI22n ≤ 1
2J2n−1

Or (Jn) est constante donc J2n−1 = J2n+1

D'où
1

2
J2n+1 ≥ nK2

n pour n ≥ 1

Pour n = 0 1
2J2n+1 = 1

2J1 = π
4 et nKn = 0

L'inégalité est également véri�é

Donc ∀n ∈ N,
1

2
J2n+1 ≤

n

2n+ 1
J2n ≤ nK2

n

Remarque : autre démo pour la deuxième inégalité.

La deuxième inégalité donne, par équivalences :
1

2
J2n+1 ≥ nK2

n

⇐⇒ 1

2
(2n+ 2)I2n+1I2n+2 ≥ nI22n
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⇐⇒ 1

2
(2n+ 2)I2n+1

2n+ 1

2n+ 2
I2n ≥ nI22n en remplaçant n par 2n dans 2)

⇐⇒ 1

2
(2n+ 1)I2n+1I2n ≥ nI22n

⇐⇒ (n+
1

2
)I2n+1 ≥ nI2n car I2n > 0

⇐⇒ n(I2n+1 − I2n) +
1

2
I2n+1 ≥ 0

⇐⇒ (2n+ 1)I2n+1 ≥ (2n)I2n

Il reste à montrer que la suite (k.Ik) est croissante c'est-à-dire

∀k ∈ N, (k + 1)Ik+1 ≥ kIk par récurrence sur k

� Vrai pour k = 0

� supposons la relation vraie à un rang k donné

(k + 2)Ik+2 = (k + 2)
k + 1

k + 2
Ik = (k + 1)Ik ≥ (k + 1)Ik+1

Car la suite (In) est décroissante

Vrai au rang k + 1

Donc , ∀k ∈ N, (k + 1)Ik+1 ≥ kIk
D'où (2n+ 1)I2n+1 ≥ (2n)I2n

La deuxième inégalité est véri�ée pour tout n ∈ N

6. En déduire lim
n→+∞

nK2
n

D'après les inégalités précédentes :

∀n ∈ N,
n

2n+ 1
J2n ≤ nK2

n ≤
1

2
J2n+1

Or
n

2n+ 1
J2n =

n

2n+ 1

π

2
∼ n

2n

π

2
=
π

4

et
1

2
J2n+1 =

π

4

Donc par encadrement (nK2
n) converge et lim

n→+∞
nK2

n =
π

4

7. Montrer par récurrence que : ∀n ∈ N Kn =
(2n)!

4n(n!)2
π

2

� Initialisation : Pour n = 0 :

K0 = I0 =
π

2
et

(2n)!

4n(n!)2
π

2
=

0!

40(0!)2
π

2
=
π

2
Vrai pour n = 0

� Hérédité : supposons la relation vraie à un rang n donné

On a Kn =
(2n)!

4n(n!)2
π

2

Kn+1 = I2n+2

=
2n+ 1

2n+ 2
I2n d'après I. 2)

=
2n+ 1

2n+ 2
· (2n)!

4n(n!)2
π

2
(H.R)

=
(2n+ 2)(2n+ 1)

(2n+ 2)2
· (2n)!

4n(n!)2
· π
2

=
1

4(n+ 1)2
· (2n+ 2)!

4n(n!)2
· π
2

=
(2n+ 2)!

4n+1((n+ 1)!)2
· π
2

Relation vraie au rang n+ 1

� Conclusion : La relation est vraie pour tout n ∈ N

Partie II

On considère la suite (Un)n∈N∗ dé�nie par ∀n ∈ N∗, Un =
nn+

1
2

n! en
, la suite

(an)n∈N∗ dé�nie par ∀n ∈ N∗, an = ln(Un+1)− ln(Un) et la fonction f

dé�nie sur ]− 1;+∞[ par f(x) = ln(1 + x)− 2x

2 + x

1. Déterminer un développement limité à l'ordre 3 en 0 pour f(x)

f(x) = ln(1 + x)− 2x

2 + x

2x

2 + x
=

2x

2(1 + x/2)
= x

1

1 + x/2

1

1 + x/2
=

1

1 +X

= 1−X +X2 −X3 + o(X3)

avec X = x/2→ 0 qd x→ 0

= 1− x

2
+
x2

4
− x3

8
+ o(x3)
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⇒ − 2x

2 + x
= −x 1

1 + x/2

= −x+
x2

2
− x3

4
+ o(x3)

Or ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ o(x3)

⇒ f(x) = (1/3− 1/4)x3 + o(x3) =
1

12
x3 + o(x3)

2. Pour n ∈ N∗ simpli�er
Un+1

Un
et véri�er que : an =

(
n+ 1

2

)
f
(
1
n

)
Un+1

Un
=

(n+ 1)n+1+ 1
2

(n+ 1)! en+1

nn+
1
2

n! en

=
(n+ 1)n+1+ 1

2

nn+
1
2

· n! en

(n+ 1)! en+1

=
(n+ 1)n+

1
2 (n+ 1)

nn+
1
2

· 1

(n+ 1) e
=

(n+ 1)n+
1
2

nn+
1
2

· 1
e

=

(
n+ 1

n

)n+ 1
2

· 1
e

an = ln(Un+1)− ln(Un) = ln

(
Un+1

Un

)
=

(
n+

1

2

)
ln

(
n+ 1

n

)
− 1

D'autre part(
n+

1

2

)
f

(
1

n

)
=

(
n+

1

2

)(
ln(1 + 1

n )−
2/n

2 + 1/n

)
=

(
n+

1

2

)
ln(1 + 1

n )−
2n+ 1

2
· 2

2n+ 1

=

(
n+

1

2

)(
ln(1 +

1

n

)
− 1

L'égalité est donc véri�ée

3. En déduire l'existence d'une constante C strictement positive telle que

an ∼
+∞

C

n2

f(x) =
1

12
x3 + o(x3) ⇒ f(x) ∼

x→0

1

12
x3

Quand n→ +∞, 1

n
→ 0 ⇒ f( 1n ) ∼

n→+∞

1

12

1

n3
et (n+

1

2
) ∼ n

⇒ an = (n+ 1
2 )f(

1
n ) ∼

n→+∞

1/12

n2

On admet que dans ces conditions la suite (An)n≥2 dé�nie par

An =
∑n−1
k=1 ak converge.

4. Simpli�er An pour n ≥ 2 et en déduire que la suite (Un)n∈N∗

converge vers une limite L > 0

An =

n−1∑
k=1

ak =

n−1∑
k=1

(ln(Uk+1 − lnUk) = ln(Un)− ln(U1) par télescopage

avec u1 =
13/2

1!e1
=

1

e
⇒ ln(U1) = −1

Donc An = ln(Un) + 1 ⇒ ln(Un) = An − 1 ⇒ Un = eAn−1

Notons ` la limite de (An)

Alors, par continuité de la fonction exp

lim
n→+∞

Un = L avec L = e`−1 > 0

Partie III

1. Montrer que : ∀n ∈ N∗ nK2
n =

π2

2

U4
n

U2
2n

D'après I.7. Kn =
(2n)!

4n(n!)2
π

2

⇒ nK2
n = n

((2n)!)2

(4n)2(n!)4
π2

4
= nπ2 ((2n)!)2

42n+1(n!)4

D'autre part :

π2

2

U4
n

U2
2n

=
π2

2
·

(
nn+

1
2

n! en

)4

(
(2n)2n+

1
2

(2n)! e2n

)2 =
π2

2

(
nn+

1
2

n! en

)4

·
(
(2n)! e2n

(2n)2n+
1
2

)2
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=
π2

2
· n4n+2

(n!)4 e4n
· ((2n)!)

2 e4n

(2n)4n+1
=
π2

2
· ((2n)!)

2

(n!)4
· n4n+2

24n+1.n4n+1

= π2 · ((2n)!)
2

(n!)4
· n

24n+2
= nπ2 ((2n)!)

2

(n!)4
· 1

42n+1

L'égalité est donc véri�é

2. En déduire une nouvelle expression de limn→+∞ nK2
n en fonction de L.

Quand n→ +∞, Un → L d'où U2n → L

⇒ π2

2

U4
n

U2
2n

→ π2

2

L4

L2
=
π2L2

2

Donc la suite (nK2
n) converge et lim

n→+∞
nK2

n =
π2L2

2

3. Montrer que L = 1√
2π

On a vu en I.6 que lim
n→+∞

nK2
n =

π

4

Donc par unicité de la limite :
π2L2

2
=
π

4
⇒ L2 =

1

2π

⇒ |L| = 1√
2π

avec L = e`−1 > 0

⇒ L =
1√
2π
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