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Corrigé (PROF)

EXERCICE 1

On rappelle lencadrement "classique " 2,7 < e < 2,8, encadrement qui per-
met facilement d’obtenir les inégalités suivantes : 2 < e <3 < e?, inégalités
que l'on pourra utiliser sans démonstration.

f la fonction xz+—4— I Vintervalle  [3;4]

On note 1ln(z) et

1. ’ Montrer que ’équation  f(z) =z a au moins une solution dans I.

|

Remarque : comme 1’énoncé porte sur 'existence « d’au moins une solu-
tion ¥, il oriente vers 'utilisation du théoréme des valeurs intermédiaires.
Posons g(z) = f(z) —

g(3)=4-In3-3=1-1In3 avec e<3<e? = 1<ln3<2

= —1>-1ln3>-1 = 3>1-Iln3>3%

Donc  g¢(3) >0

g4)=4-Ind—4=-In4<0

g(3) > 0 > g(4) avec g continue sur [3,4] donc d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe au moins un réel zo € [3,4] tel que

g(zg) =0 Cclest-a-dire  f(xo) = g
2. ’ f est de fagon évidente dérivable sur I. Encadrer  f/(x) pour z €] ‘
—1
f@)=4-i() = fl(2)= 1z
1 1 1 .-
Pour z € [3,4], 3<2 <4 = 1 < E < 3 car tout est positif
-1 -1 -1 -1
= - < —<— Cestadi '
12 = 4z — 16 SOV _f<)_16

3. ’ Montrer que I’équation  f(z) = a une unique solution dans I .

Vel 4, fla)= <0 = ¢) < S <

Donc g est donc strictement décroissante sur [3, 4] donc I’équation
admet xy pour unique solution.

g(z) =0

’ Pour la suite on note s cette solution

4. |Montrer que :  V(a,b) € I? ou K est une

constante élément de ]0; 1]

1f(0) = fla)l < K [b—a |
que l'on précisera.

-1

Vo € [3, 4], —<f’( )< — 16
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5. ’ Soit U la suite définie par :

= 2_f()§§

= Veel, |f'(z )|_12

De plus f est continue et dérivable sur I
Donc d’aprés I'inégalité des accroissements finis
V(a, b) € I?, |f(a) = f(b)] < 15la —b|

Uy=3 VneN Un+1 = f(Un)

)’Montrerque: VneN |Upp1—s|<K|U,—s|

Pour utiliser la propriété précédente, il faut montrer

VneN, u, €1

que

Par récurrence :

e Initialisation : n =0
Up=3€l Vraipourn=20

e Hérédité : supposons la propriété vraie & un rang n € N donné

Or (Uy,, s) € I?, donc d’apreés la question précédente

= f(4) < f(Un) < f(3)

= Upt1 €[f(4), f(3)]

Mq f(4) >3 et f(3) <4

car f décroissante

f4)—3=4—1In4)-3=1-1In2
Or 2<e = h2<1 = %1n2>_71
= 1-ilm2>3>0 = f(4)>3
D’autre part
fB)—4=3-1ImB3)-4=-1-1In(3) <0

Donc 3 < f(4)et f(3) <4 avec
= U,y €13, 4]
La propriété est vraie au rang n + 1
e Conclusion: VneN, U,el

VneNU,eletsel

Donc on peut remplacer (z,y) par (U,, s)

Un+1 € [f(4)7 f(3)] C [3,4]

Ainsi,

en utilisant la question 4.b), on obtient :
|f(Un) = f(s)] < K.|Un — s

— |Un+1*3‘§K|Un75| carf(s):s
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b) |En deduire que  VneN | U, —s5|< K" || [EXERCICE 2
Montrons-le par récurrence sur n € N ) “ t 9
. 1. | Calculer pour x réel / 5y dt  enposant u=1+1
o Initialisation : n =0 o (1+1?)
Up=3et sc[3,4] -
+ T
= 3<s<4 = 0<s-Up<l = |[s—U|<1=K" = u=1+t* du=2tdt BOl‘neS{
|s — Uo| < K*
. T 1422 1 -1 1422 -1
Vrai pour n =0 F(z) = / st dt = - = / — du
PP TP A S A / o (1+ 1 2 2 L u?
e Hérédité : supposons la propriété vraie a un rang n € N donné
Ona [U,—s|<K" _IH L+o® —1[ 1
= K|U,—-s|<K"™ car K>0 2 |u), 2 [1+2a2
_ ¢l < _ ) 5 1
Or |Unt1 —s| < K|Un — 5| d’aprés 5)a) 2. | Résoudre sur R I’équation différentielle (1+22)2y + 22y =12 eTTa?
= |Un+1—8| SK”+1
La propriété est vraie au rang n + 1 VreR, 1+22#0 Donc
e Conclusion: VneN, |U, —s| < K" (B) < (A+2*?y +2zy=2x eTie?
1
. . 2x T elta?
Autre method; plus| rapide : = Y+ ETE y = e
_ “n — s _ _ n 2z
Posons V,, = Ton — |U,-s|=K"V, o EHA : (Eo) y/+(1+x2)2 y=0 < <y +al@)y=0
Ona |Upt1—s|<K|U,-s]| x
A =2——
= K"MW, < K.K"V, vee  a{a) (1 422)?
= Vo1 <V, car K>0 D’apreés la question précédente, une primitive de a est
La suite (V,,) est décroissante, donc A(z) = -1 -
1+
U, —
VTLEN, Vi, <V = MS|UO*S|§1 = |U7,,78|§Kn A 1
K" Dot yo(x) = Ke 4@ = Kexp | —— avec K € R
(c) | Qu'en déduit t la suite U ? \ L+2?
c u’en déduit-on concernant la suite U 7 e Solution particulitre
Ona YneN 0<|U,—s|<K" 1
Or 0<K<1 = lirf K" =0 On cherche une solution du type yp(z) = C(x)exp (M>
n—-+0o0
. - 1 1 —2x
Donc par encadrement ngrfoo U, —s|=0 <= ngrfoo U,=s yp(x) = C'(z)exp (H:ﬂ) + C(x)exp (1 n x2> L
D’ou
1 1 —2x
E) — —— | +C
() @ewp (1552 ) + 0o (1123 )
1
2z 1 x el+e?
70 =
* (14 x2)2 (as)exp(1+x2> (14 22)2
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— C’(x)exp( 1 >_ T el+e

1+ 22 (1+22)?
xz
A c’ =
(.’17) (1 +:172)2
-1
Donc C(l’) = m convient

(@) -1 1
= —— X R E—
W= 50122 TP\ 1T a2
e Solution générale

() =Ke ! + - e !
Vel = RSP T 22 ) "o+ a2) TP\ 1+ a2

1 1
[ 20 ac?)} exp (1 /2> avec K €
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EXERCICE 3

On admet que les conditions

a=1 YneN apy1 = ——7F— ﬂlnl

- 2n+1

définissent bien une suite a a termes strictement positifs , et on pose

vn €N, |b, =2"1n(ay,)

1
Montrer que  Vn € N*, b, = —>")_, 2FIn (1 - Qk)

Pour n € N*
Jar 1
In(an+1) = In <1_2n1+1 =In(yan) —In{1- ST
1 1
=3 In(a,) —In <1 — 2n+1)
D’ou

anrl = 2n+1 h’l((anrl)

1
= 2" ln(an) — 2n+1 In <1 — 2n+1)

1
_ n+1
—bn—2 ln(1—2n+1>

1
= bn+1 - bn = —2n+1 In (1 — 2n+1>

D’ot, en remplaant n par k£ — 1, pour k > 1

1
—2F1n (1_2k> =bp —br_1

n 1 n
= Z —2k1n (1 - ) = Z(bk —bg_1) =b, — by (par télscopage)
2

Montrer que Vz € [0;1] 2 < —In(l1—z) <2+ 2?

Posons g(z) = 2 +In(l —x) et h(x) = v+ 22+ 1In[l —2) pour
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zeo, 1/2]
g et h sont définie dérivables sur [0;1/2]
1 —x
/ =1- <zx<
e §(x)=1 1—x1—x<0 pour 0<z<1/2

Sur [0,1/2], ¢’(x) < 0 donc g est décroissante
et comme ¢(0)=0 ona
Vr € [0,1/2], g(x) <0 etdonc z<—In(l—2x)
e Vre0,1/2],
1 (1+4+2z)(1—z)—1

h’(a:)zl—i—Zm—lix: T
Cl—z+2e—-222 -1 x—22 2(1-2)
N 1—2 I

Sur [0,1/2], 1—22>0, >0, 1—2>0

Donc R'(x) >0 et hest croissante. Or  h(0) =0

Dou h(z)>0 = z2?2+4+z>-—In(l-2x), Vze0,1/2]
Les deux inégalités sont donc vérifiées

1
3. | Montrer que VneN* n<b,<n+1-— —

2n

Par récurrence sur n € N

1 1
e Initialisation : pour n =0, by =0, n+1— m =3

L’inégalité est vérifiées au rang n =0
e Hérédité : supposons l’encadrement vrai & un rang n > 0 donné

1
On a ngbn§n+1—2—n (1)

D’aprés le calcul de la question 1), on a

1
bot1 = by, — 2" 1n <1 - 2n+1)
1

Ona 21 >2 = 0<

On peut donc remplacer x par dans 'encadrement du 2)

2n+1

2
1 1 1 1
2n+1 S _ln(]' - 2n+1) é 2n+1 + (2n+1>

= 1< -—2ntln(1—

1 1
2n+1) <1+ on+1 (2)
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En additionnant  (1)-+(2) :

_on+tl I
n+1<b,—2 In(1 2n+1)§M"
1
< n+1 S bn-‘,—l hl(l — W) S Mn avec
1 2 1
Mn:(n+1—27)+(1+2n+1)=n+2—w+ﬁ)
1
=n+2-oo5

L’encadrement est donc vrai au rang n + 1

e Conclusion : 'encadrement vaut pour tout n € N (et donc pour n € N*)

Autre méthode : on utilise la question 1. (Ce qui est plus dans ’esprit de
l’exo)

Ona Vzel0;3] =

IN

—In(1—2) <z +2?
Or pour k > 1, oF
= 1< -2FIn(1 -

et on somme pour k € [[1, n]] (avec n € N¥)
k
Srs-3 - (1)
k=1 k=1
n 1 k
= <b, < =
n < _n+;(2)

n k _ n+1
avec kzzl (;) = 1/21(11//22) =2(1/2 - (1/2)") =1 - (1/2)"

1
Dou VneN*, n<b,<n+1-——

2n

4. ’ En déduire grace & un encadrement de a,, que a converge et donner sa limite L ‘

1
Pour tout n € N, On a 7”L§bn§n—i—1—2—n
1
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car 2" >0

1-1/(2"

< on
n
o
n+1-—1 / 2" n 1 1

2n Toon Ton T gm
La suite (Ina,) est encadrée par deux suites qui tendent vers 0

Quand n — +o0, — 0 (Croissance comparée)

Et

Donc lim In(a,) =0
n—-+oo

= lim a,=¢"=1 par continuité de la fonction exp

n——+o0o
5. | Déterminer un équivalent simple de a, — L
n n 1 1
On a %gln(an)gz—n+2—n—4—n = u,<a,—1<v,
—exp(5-) ~1 et vy = ny Loy
avec  un = €xp (5o et vn=exp| oot on - o
n n 1 1
et 27%0, ﬁJr% E%O quand n — 400
Or exp(X)—1~ X quand X =0
N n n+1-—1/2"
tn nﬁf\jroc 2m ¢ Un nﬂloo 2m
Or n—+o00 et 1-1/2"—>1 = 1-1/2"=o0(n)
n

= 77/"—1—1/2” ~ n = Up, ~ -

n— 400 n—+oo 2N
U a, —1 v
Oor wu,<a,—1<v, = o<z < —"_ car n/2" >0
T - n/2m» — n/2n T n/27 /
s .. . . Uy, Un
D’aprés les équivalents précédents lim = lim =
n—+oo n/2"  n—too n /2"
anp —1 n

Donc, par encadrement lim = ap—1

~
n—400 n/2" n—+4oco 2N
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|PROBLEME |

Pour n € N, on pose I, = fog cos™(x)dx ’Jn =(n+ VI, ‘ et

1. ’Etudier la monotonie de la suite (I, )nen

Pour n € N,
/2 /2
I / cos" ! (x) do — / cos"(x) dx
0 0

/2
= / cos" T (z) — cos™(x) dz
0

/2
= / cos™(x)(cos(z) — 1) dz
0

Or, pour z € [0,7/2], cos™(z) >0 et cos(z)—1<0

w/2
o Iy — I, = / cos™(@)(1 — cos(x)) dz <0 car 0 < 7/2(BBS)
0

= VneNI,41 <1,

Donc la suite (I,,) est décroissante

2. | Montrer a I'aide d’une intégration par parties que :
n+1
Ry

VneN Iio=—-—I,
" T2

w/2
Pourn e N, I,4o= / cos" T () cos(x) dx
0

u(x) = cos"t(z) W/ (x) = —(n+1)cos™(z)sin(z)

Posons { v'(z) = cosz v(z) =sinx

avec u,v C* sur [0, 7/2]
/2
Inys = [cos"*(z) sinz]}/? — /0 —(n+ 1) cos" (x) sin(z) sin(z) dz
= [cos" T (7/2) sin(7/2) — cos™ T (0) sin(0)]

/2
+(n+1) /0 cos” (z) sin?(z) dx
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/2
= [0—0]—|—(n—|—1)/ cos™ (x)(1 — cos® z) dx
0
Inyo =+ 1)In — Iny2)
= (Mm+2)y2=(Mn+1)I,

n+1
= In+2 =

= m[n pour n € N

3. ’ Montrer que la suite  (J,)nen  est constante et calculer J,, pour n € N

Jn = (n+ D)IyIoi
= Jur1=m+2) 11140
=(n+2)lh+1 %In
= (n+ DIyl
= Jpy1=J, pourtoutneN
Donc la suite (J,,) est constante

Dou Vn e N, J,=Jp = (O + 1)]0]1

/2 w/2
avec Iy :/ cos®(z) da :/ l.de =m7/2
0 0

/2
et I = / cos'(z) da = [sin a:]g/z = sin(w/2) —sin(0) = 1
0
™

Donc VneN, J, = 5

4. ’ Montrer que: Vn €N, I,, >0 (on commencera par prouver que I, > 0) ‘

Sur [0, /2], cosx >0 = cos™(x) >0

w/2
= / cos"(z) de >0 car 0<7/2 (BBS)
0

= I,>0

D’autre part :

Jo=m+ 1)1 I,41=7/2 = nm+1D[I,41#0 = 1I1,#0
Donc I, >0 pourneN

Utiliser notamment la monotonie de la suite  (I,)ney  montrer pour n € N,

n
2n+1

que Jon < nK TQL et

1
§J2n+1 >nK?

Kn = I2n et Jn = (n + 1)InIn+1 = JQn = (2n + 1)[2nI2n+1
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Soit n € N
Par équivalences : il faut donc montrer
n
2n +1
<~  nlyIyy <nl3,

(27’L + 1)12n12n+1 S nlzzn

< Iyy41 <Iy, car mnly, >0pourn >0
Ce qui est vrai car (I,,) est décroissante
Pour n = 0, l'inégalité est triviale

Donc la premiére inégalité est vérifiée

1
Montrons 'autre inégalité : §J2n+1 > nK,QL

Pour n € N
nK?2 = nly,Ia,
Or (I,,) est décroissante donc, pour n > 1
Ion < Izp—1
= nl3, <nly,_ 11, car nly, >0
= nl}, < i@2nly_11,)
Or VneN, J,=n+DII1+1 = Jop—1=2ndoyn 112,
= nl3, < %Jgn,l

Or (J,) est constante donc  Jop—1 = Jopt1
1
D’oul §J2n+1 >nK2 pourn>1

Pour n =0 %JQnJ,_l = %Jl =Tetnk,=0

L’inégalité est également vérifié
n

2n+1

1
Donc Vn €N, §J2n+1 < Jon < anL

Remarque : autre démo pour la deuxiéme inégalité.

La deuxiéme inégalité donne, par équivalences :

1
§J2n+1 >nK?

1
< 5(271 + 2)I2n+112n+2 Z nIZQH
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1 2 1
Q(Zn + 2)Iop41 %Ign >nl3, enremplagant n par 2n dans 2)

1
5(271 + ]-)IZnJrlIQn Z 71122”

—

—

<~ (n+ %)1271—&-1 >nly, car Iy, >0

<—  n(lans1 — Ion) + %IQn+1 >0

= (2n+1)I2n41 > (2n)1a,

Il reste & montrer que la suite (k.Ix) est croissante c’est-a-dire
Vk €N, (k4 1)I;11 > kI par récurrence sur k

e Vrai pour k=0

e supposons la relation I:riiel) a un rang k donné

Car la suite (I,,) est décroissante
Vrai au rang k + 1
Donc, Vk € N, (k+ 1)Ixy1 > ki
Dou (2n+ 1)Iznt1 > (2n)1a,

La deuxiéme inégalité est vérifiée pour tout n € N

6. | En déduire lim nK?

n—-+oo

D’aprés les inégalités précédentes :

e Hérédité : supposons la relation vraie & un rang n donné

2n)!
0 = e —
na 4n(n!)? 2
Kni1 = Ianq2
- 2n+1

m[gn d apres I 2)
2n+1 (2n)! 7

- . T (@
2n+2 47(nl)22 (HR)

2n+2)2n+1) (2n)!

(2n + 2)2 An(nl)2 2

B 1 2n+2)! =«
T 4(n+1)2 4ar(n)? 2
(2n +2)! T

Tt (n+ )22
Relation vraie au rang n + 1

e Conclusion : La relation est vraie pour tout n € N

Partie 11
nn-‘r%

On considére lasuite (U, )pen+ définiepar  Vn e N*, | U, = —n | lasuite
n!e

(an)nen- définie par  Vn € N*, ’an =In(Up41) —ln(Un)‘ et la fonction f
2x

définie sur | — 1;+o00[ par fl)=In(1+z)—

2+x

Vn €N, %LHJ% < nK2 < %JQW
Or 2n11‘]2” - 2nn+1g ~ 31
et %JQ»”_A,_]_ = %
Donc par encadrement (nK?2) converge et nErJrrloo nKk? = %
7. | Montrer par récurrence que : VneN K, = 4&2(23;27;
e Initialisation : Pour n =0:
Ko=1,= g et 4&2(73;27; = 40(00!!)27; = g Vrai pour n =0

16 avril 2026 10:29

1. ’ Déterminer un développement limité & ’ordre 3 en 0 pour f(z)

2x
= In(1+z) —
fl) =1+ 2) - 52
2r 2x _ 1
2+z  201+x/2) 1+z/2
1 1

1+2/2 1+X
=1-X+X?—-X3+0(X3)
avec X =2/2—0qdz—0
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N 2x 1
_ -
2+ 1+z/2
2 3
= —m—i—% - %—i—o(ﬁ)
2,3
Or In(l+z)=2— ?—i—?—i—o(m?’)
] . 1 .
= f(z)=(1/3-1/4)2 + o(23) = E:r3 +o(2?)
9 P * . . Uﬁ+1 L. . o 1 1
. |Pour n € N* simplifier i et vérifier que : a, = (n + 5) f (5)
(TL+ 1)n+1+%
Upp1 _ (n+ Dlentl  (n4 1)ntit+s n! em
U, - n"+% o n”+% (’I’L + 1)' entl
nl en
(n+D)"E(n+1) 1 (n+D"t3 1
B nn+s (n+1)e  pnts e
L n41\"TE
N n e

- (n—i—;)ln(n:l) 1
D’autre part
(++3)/ ()
- <n+ ;) <1n(1+ 1y Qi/f/n>
_ (n—i-;) In(1+ 1) 2”;1 2n2+1
e ) (e 1)

L’égalité est donc vérifiée

En déduire l'existence d’une constante C' strictement positive telle que

16 avril 2026 10:29
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1 1
_ 4.3 3 ~ 3
Quand n — + Lo = f(H) L1 (+1)
arn — = ~ — e =) ~
" " > " n—too 12 n3 nTgmn
1/12
_ yply o
= an*(nJrz)f(n)n%ﬁx) n2
On admet que dans ces conditions la suite (An)n>2 définie par

-1
A, =37" ap converge.

4. | Simplifier A, pour n > 2 et en déduire que la suite (U,)nen-
converge vers une limite L > 0
n—1 n—1
A, = ar = Y (In(Uky1 —InUy) =In(U,) —In(U;) par télescopage
k=1 k=1
132 1
avec uy =iy = = In(Uy) = -1
Donc A,=lnU,)+1 = hlU,)=4,-1 = U,=ect!

Notons ¢ la limite de (A,)

Alors, par continuité de la fonction exp

lim U,=L avec L=¢"1>0
n—-4oo
Partie 111
2 U4
1. |Montrer que : Vn € N* nK2 = T 5
2 UZn
) N o (2”)' e
D’aprés 1.7. K, = ()2 5
o, (@) @ L (20
= nkK; = n(4”)2(n!)4 L= 2 ()
D’autre part :
1N 4
ntz
Uy 7° nlen o n"tz ! (2n)! 2\ ?
2 \nlen (2n)2”+%

203, 2 <(2n)2n+; ’
(

2n)! e2n )
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7 7{.72 n4n+2 ((2n)[)2 6471 B ﬂ.2 ((271)')2 n4n+2
2 (nhietn  (2p)intl 2 (D)t 2dnt1 pAntT
— 2. ((2n)!)? I ((2n)h)? 1

(T'L')4 24n+2 (nl)4 42n+1

L’égalité est donc vérifié

2. ’En déduire une nouvelle expression de  lim, anL en fonction de L.

Quand n - +o0, U, - L dou Uy, — L
71_2 U4 7.‘.2 L4 772[/2
R N
2 U2, 2 L2 2

w2 L?
Donc la suite (nK?2) converge et lim nK?=
n— 400 ’ 2
_ 1
3. | Montrer que L = TS
OnavuenLl6que lim nK2= il
n—-+oo 4
2L2
Donc par unicité de la limite : il R &
2 4 2T
1
= |L|=— avec L=¢"1>0
=
1
= L=—
V2m
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