2025-26 PCSI

DS 07

Corrigé 1°* jet

Attention : 1°F jet. N’hésitez pas a signaler des erreurs

Exercice 1 Les 5 questions sont totalement indépendantes

)

Soit F = {(z,y,2) € R3, x4+ 2y —32=0}

Montrer que F est un sev de R?

e FCR3
¢ (0,0,0) € F.

e Stabilité par combinaison linéaire
Soient (u,v) € F? et (a, b) € R2.

On pose u=(z,y,2) v=(2,y,2).
Montrons que a.u+ b.v € F.
Posons w=au+bv=(X,Y,2)

w=au+bv=a.(r,y2)+b(z"y,2") = (ax + bx’, ay + by, az+b2')
X +2Y —3Z = (ax + bz") + 2(ay + by') — 3(az + b2')
=a(z+2y—32)+b(2’ +2y — 32

=0 car ueF =0 car veF

=0
Donc a.u-+bwveF.

e Conclusion F est donc bien un sous-espace de R3,

Soit F le sous-espace vectoriel de R* défini par
F= {(x,y,z,t) ER*, 3x+2y—t=0et 2x—y+t=0}

Déterminer une base et la dimension de F'

e Soit k= (z, y, 2, t) € R*

keF
3r+2y—t=0
= {2x—y+t:O
14 3r +2y -t =0
L4 {5a: +y =0
— L1—2L2 —Tx —t =0
L2 5% +y =0
{t = —Tx
<~
y = —Sx
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= k=(x, —Tx)

=x.(1, =5, 0, =7)+2(0, 0, 1, 0)

-5z, Z,

=uq =us

= ke Vect(ul,uQ)

Donc F C Vect(uy, uz)

Réciproquement :
P Br4+2—t=3-10+7=0

ul—(l, 5, 0, 7) {2x—y+t:2+5—7:0 =u €F
_ r+2y—t=0

UQ—(0,0,LO) {2xy+t0 = wu €F

Donc  Vect(u, ug) C F

Finalement F = Vect(ui,u2) (u1;,u2) engendre F

e Est-ce une famille libre 7
Soit (a,b) € R tel que  au; +b2=0 = (a,b) =(0,0)

. Donc (uq,us) est libre

e (u1,uz) est une base de deux vecteurs de F. Donc dim F = 2

r+2z2—t=0

: _ : 4 314 :
Soit F' le sous-espace vectoriel de R* d’équation { 9% — 243t =0

Déterminer une base et la dimension de F'

e Soit k= (z, y, 2z, t) € R*

kel
x +2z —t =0
— { 2z -z +3t =0
Ly x +2z -t =0
T Ly-20 { —52 45t =0
Li+Ly/5 | = +z =0
— Ly/5 { -z +t =0
— voTT
t =z
= k=(x,9 2 t)=(—29, 2, 2)

=2(—1,0, 1, 1) +4.(0, 1, 0, 0)
= z.u1 + y.us
= k& Vect(u, uz) avec

uy = (71, 0, 1, 1)7 U2 = (0, 1, 0, 0)
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Done  F  Vect(us, u2) e [T i ger
e D’autre part, y=
L= _ 1= . . r—4z+3t=0
w=(~1, 0,1, 1), { ;;—}z ; gt—: 71;-721 +13—:00 = weF Donc F' a pour équation { =0
ug = (0, 1, 0, 0), { ;j_?i;gt:_oo = wuy€F 5) | Dans R3, on donne u = (1, 2, 4) v=(2, 1, 5) w= (-1, 3, 1)

Donc  Vect(uy, ug) C F
D'oa F = Vect(uy, usz)
= (u1, us) engendre F
o Libre?
Soit (a, b) € R?
auy +bo =0 = (—a,b,a,a)=(0,0,0,0) = a=b=0
Donc  (u1, ue) est libre
e (u1, ug) est libre et engendre F'

Donc (u1, ug) est une base de F et dimF =2

4) | Dans R*, on donne u = (-1, 0, 2, 3) v=(1, 0, 1, 1)

Déterminer un systéme d’équation de F = Vect(u,v)

Soit k = (z, v, 2, t) € R?
k € Vect(u, v)
< J(a, b) eR?tel que au+bv+cw=k (S)

avec
—a +b ==z
0 =y
(8) = 2a +b ==z
3a +b =t
Iy —a +b = T
Ly — 14 3a = —z +z
= Ly—L, ) 4a - =z Tt
Lg 0 = Yy
Ly —a +b = T
Lo 3a = —=z +z
3Ly — 4L, 0 = = —42 +3t
L4 0 = Yy

Ce systéme échelonné admet (au moins) une solution (a, b)
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Montrer que (u,v,w) est une famille liée

Determiner la dimension de F' = Vect(u, v, w)

o (u,v,w) lice?

Soit (a,

(5)

—

—

b, c) e R?

— au+bv+cw=0

a +2b —c =0
2a +b 43¢ =0
4a +5b +c =0

Ly a +2b —c¢ = 0
LQ — 2L1 —3b +5¢ = 0
Lg — 4L1 —3b +5¢ = 0
3Ly + 2L, 3a 0 +7¢ =0
Ly -3b +5¢ =0
Ly — Ly 0 =0

Ce systéme échelonné admet (au moins) une solution (a, b, ¢) # (0,0,0)

Par exemple : pour ¢ =3, (a, b, ¢) = (-7, 5, 3)

~ 7
= —Tu+dv+3w=0 = wzgu—fv

)
3

e Dimension de F' = Vect(u,v,w)?
w est CL de (u,v)

Donc

F = Vect(u, v,w) = Vect(u,v)

Montrons que (u,v) est libre

au+bv=0
— aqut+bvtecw=0 e c=0
— 3a 0 +7¢ =0 et 0
—3b +5c =0 €=
— 3a 0 =0
-3b =0
<= (a, b)=(0, 0)
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Donc (u, v) est libre
D’ou (u,

Donc

v) est une base de
dim F =2

F = Vect(u, v)

Exercice 2 A commencer sur une nouvelle page

Up,

Z——Z\/n—i- et

Pour n > 1, on pose

"1
:;7_

1) | En utilisant I'inégalité des accroissements finis sur [n, n + 1], donner un enca-

drement de n+1—+/n

Posons  f(z) =+/x pour z >0
f est continue et dérivable sur [n, n+ 1] (pour n > 1)

Vo el n+1), [') = 5
et n<zr<n+1
0<2yn<2y/x<2y/n+1
< f <
2Wn 1 —f(x)—2\/ﬁ

Donc, d’aprés l'inégalité des accroissements finis :

1 \/n—i— —f 1

=

car tout est positif

2vn+1 (n+1)— _2\/73
1
<./ 1— < — 0 >1
2yn+1 "~ " \/5_2\/75 PO =

2) ’Montrer que les suites u et v sont adjacentes.

)

® Upt1 —
k=1
1
= ———-2Vn+2+2y/n+1
vn+1
Or d’aprés la question précédente, en remplacant n par n + 1
1
vn+2—-yn+1< ——
T 2vn—+1
1
= 0<—F——=-Vvn+2+vn+l
T 2vyn+1
1
= 0 ——-2vn+2+2vyn+1
T Vn+1 v v
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= Un+1 — Un 2 0
La suite (u,) est croissante
n+1 n 1
® Upt1 — (Z—2\/n+ ) ( f_2ﬂ>
P
= —2vyn+1+2
vn+1 \F
Or d’aprés la question précédente
1
—<Vvn+1—+yn
2vn+1 vl v
1
— —2yn+1+2,/n <0
— Vn+1+2yn<
= Un41 — Un < 0
La suite (vy,) est décroissante
e v, —u, =2/n+1-2yn
\/n +1+
=2(vn+1-2y/n)—— vn
Vn+1+4/n
RS
vVn+144/n
_ 2
vn+1l++/n
Quand n — 400, Vn + 1+ /n — +oo
= lim v, —u, =0
n——+0o

e Conclusion : les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

En déduire un équivalent simple de S

zn:lf en +oo

Les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes (avec (u,) croissantes
Donc (uy,) et (v,) convergent vers une méme limite finie (inconnue) ¢ telle que
VneN, u, <l<w,

Cad

M-
Sl-

S

@ g
i
a\
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= —(-2/nt1<-8,<—L-2/n

= (4+2n<8, <l+2Vn+1
L Sh L vn+1

= +2< +2 car /n >0
Vn NG vn

Or, quand n — +o00 i+2%2

n

o YEI \/1+1a1 o Lopavntl

vn n vn vn

n—-+oo n n—-+oo

S,
Donc , par encadrement  lim ——==2 = S, ~ 2n

Exercice 3 A commencer sur une nouvelle page

Soit u la suite définie par :

VneN, upp1 = —2u, +3" et wuy=0

étre traitées de facons totalement indépendantes.

On se propose dans la suite de déterminer l’expression de wu, en fonction
de n de trois maniéres différentes. Les trois méthodes suivantes doivent donc

1) [ 1% méthode

u
Soit v la suite telle que : .

VneN, v, =
n v 3n

) ’Donner la relation de récurrence liant v, 11 et vy,.

Un+4+1
’U'n,Jrl = 3n+1
_ —2u, + 3"
- 3n+1
 —2uy, 3"
- 377+1 3n+1
- 2un " 1
T 333
-2 1
= —7Up - ]_
3 Uy + 3 (1)
Ug
avec vy = 30 = 0

b) ’En déduire I’expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

On reconnait une suite arithmético-géométrique

18 avril 2026 18:19

4/ 9

Posons a tel que

-2 1
a = ?a+§ (2)
5 1
— ga = - — a = 5
(1)-(2) = vpy1—a= %(vn —a)
= U,—a= (;)n(vo —a)= (%2)”(_51)

2°me méthode
On note maintenant w la suite telle que :

Vn € N, Up = (*2)nwn

) ’Donner la relation de récurrence liant w1 et w,.

Upt1
(—2)
—2u, + 3"
= T
—2uUp, 3"
~ T
=2(=2)"wn n 3"
N R
3n
Etupg=0 = wyg=0

Wn41 =

:wn+

b) ’En déduire Pexpression de w,, en fonction de n

n—1
Par télescopage : Z(wk“ — Wg) = Wy — W = Wy,
k=0
Mais par ailleurs, en utilisant ce qui précéde
Sk
Whk+1 — Wk = m

D’ou
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w3k r2=r+6 <= 12—r—6=0
Wn = —9)k+1 Racines évidentes : 71 =—2, ro =3
k=0
. Donc il existe (A4, B) € R? tel que
1 _3\k
- (7) Vn €N, u, = A.(—2)" + B.3"
k=0 ug = 0, uy = —2.0+ 30 =1
Somme des termes d’une suite géométrique de raison _73 #1 A 4B =0
-1 1-(=3/2" = { —24 +43B =1
2 1-(-3/2) Ly A +B =0
_ —(— n <~
_ -1 1-(=3/2) L+ 2L, 5B =1
2 5/2 — 501 — Lo { 5A =-1
o = —LE 32" Ly B =1
" 5 PN A=-1/5
B=1/5

c) ’En déduire lexpression u,, en fonction de n.

Uy = (—2)"w,

— (_2)77, -1+ (_3/2)n

5
= (- 2+ (23727
()

On retrouve le résultat précédent

3)

3°me méthode

a) | Déterminer (a,b) € R? tel que,

pour tout n € N,  upio = atpt1 + bu,

Idée : il faut se débarrasser du terme 3™ :

VYn €N, upr1 = —2u, +3" = 3" =upi1+2u, (1)
et Upip = —2uUpqq + 37

— QU+ 3.3"

= —2Upy1 + 3. (Uns1 + 2u,)  dapres (1)

= Up+t1 + 6u,

b) ’En déduire 'expression u,, en fonction de n.

|

On a une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants et
d’équation caractéristique :
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Donc VneN, u, = %( —(=2)"+3m))

Probléme : Etude d’une fonction intégrale

1
1. | Donner le DL5(0) de T2
1
mzl_X+X2_X3+O(X3) enO
Quand x = 0, X =22 =0
D’ou
1
W:17x2+x47x6+0(x6)

=1—a2+a2*+ o(a®)

’ Retrouver ainsi le  DLg(0) de arctan

1
Vr € R, tan)’'(x) =
x (arctan)’(z) 522
Donc, par intégration :
3 0
arctan x = arctan0 + x — T tEt o(x®)
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3 5
:x—%—k%—ko(:ﬁ)

2. | Résoudre sur R ’équation : ¢+ arctant =0

Posons  ¢(t) =t + arctant

@ est définie et continue sur R et strictement croissante comme somme de
fonctions strictement croissantes
Donc ¢ réalise une bijection

de I :] — 00, +OO[ sur (p(I) :] llm ®, le(,ﬁ[:] - o0, +OO[

Or 0 € ¢(I) Donc l'équation ¢ + arctant = 0  admet une unique
solution dans I =R
De plus  ¢(0) = 0. Donc c’est 0 qui est 'unique solution de 1’équation

t + arctant =0

3. | On pose

2z
dt
f@) = /I t + arctant

a) ’Montrer que f est définie sur R*

1
Posons pour t # 0, t)y=————
P 7 g( ) t + arctant
D’aprés la question précédente g est définie sur R*

e Pour z >0
[z, 2z] C]O, +o0]
g est donc définie et continue sur [z, 2z] donc intégrable.
f(z) est bien définie pour z > 0
e Pour x <0, [2z, z] C]— o0, 0]
g est donc définie et continue sur [2z, x| donc intégrable.
Conclusion : f est définie sur R*

b) | Etudier la parité de f

La fonction g est impaire, donc

ro= [ o a=— [ a= [ o ar=si-0

2x 2z
Donc la fonction f est paire

c) | Justifier que f est de classe C* sur R** et montrer que

f(x) = 2 !

2z + arctan(2z)

pour z > 0

 x + arctan(z)
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e Posons

La fonction g:t est, définie et C'*° sur |0, 00|

H e —
t + arctant
Donc elle admet une primitive G' qui est C* sur ]0, 00|

Donc
2x
fla) = / g(t) dt=G(2z) - G(z)

Par composée de fonctions C*, f est donc C'* sur |0, +o0[
Par dérivée des fonctions composées :
f(@) = (22)'G'(2x) — G'(x)
=29(2z) — g(x)
B 2 - 1
2z + arctan(2xz) x4+ arctan(z)

Montrer que f est croissante sur |0, +oo[ et donner ses variations sur
] ) 0[

On se place sur |0, 400

Il reste a étudier le signe de f(x) :

1 1
M) —
* J'@) z + % arctan(2z)

& + arctan(z)

Il faut donc comparer 3 arctan(2z) et arctan(z)
¢(x) = $ arctan(2z) — arctan(z)
¢'(z) = 3 x 2(arctan)’(2z) — (arctan)’(z)
1 1
T 14202 1+a2

1+@22)??>1+4+22 = 9/'(z)<0

Avec

e = 1 décroissante sur |0, +oo[ avec ¥(0) =0

= Vz>0, 3arctan(2z) < arctan(z)

= 0 <+ jarctan(2z) < x + arctan(z)
1 1
z + % arctan(2z)
= f(z)>0

>
x + arctan(z)

e f est donc strictement croissante sur |0, +o00[

Et f étant paire, elle est strictement décroissante sur | — oo, 0]
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lim ﬁ

z—+o00 [ t

lim f(x)=

xr——+00

car on sait pas si ces deux limites existent > > >
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4. ’ On étudie le comportement de f au voisinage de +oo ‘ )
rode
D’autre part, / - = In(2z) — In(z) =1n2
a) | Montrer que pour pour tout = > 0 , = lim (f(z) —In2)=0
2 gt [t e
o [ e
. t|o2), = |, lm f(z)=In2
Pour x > 0, B .
5. ’ On étudie le comportement de f au voisinage de 0T
2z dt 2x 1 1
f(x)‘/ 72/ TFarctant 1 &
z 12 + arctan a) | Montrer qu’il existe deux réels a, b tels que
_— 1
— _ —arctant B Sy o(t) au voisinage de 0™
. t(t+ arctant) t+arctant 1
2z 2x
dt —arctant 1
= - =< B <2 ‘(1) = —1— 2 4 o(t2
‘f(x) /x | < /x P a——— car z <2z (arctan)’(t) 5o t* + o(t%)
—arctant arctant 3 3
Or t>0 = = = arctant = arctan(0) + ¢t — — + o(t?)
t(t + arctant) t(t 4 arctant) 3
1 1 t
Et arctant>0 = t+arctant>t = 0<-———— < — = t+arctant =2t — — + o(t)
t(t + arctant) — t2 3
et 0 <arctant < m/2 = 1 = ,1 :i. 1
t + arctant 3 2t t2
arctant /2 . L 2t — — + o(t3) 1—— +o(t?)
= ——————— < —— car tout est positif (on peut multiplier) 3 6
t(t + arctant) 2 1 2
N /2z —arctant dt</21 /2 d&t Or le"‘“"'o(u) = 2 :1+E+0(t2)
» |t(t+ arctant) Y SR 2 1- 3 +o(t?)
2x 2x 2
dt T dt 1 1 t 1 t a
= - =<z = = (4 —40®)) ==+ —+o0(t)==+Dbt+ ot
‘f(x) /L ¢ *2/»8 2 Trarctant 2t T TOWN =g g Tol) =5 FhtAolh)
- — - - avec a=1/2 et b=1/12
b) |En déduire que f admet une limite finie en 400 et préciser sa valeur
b) | Soient h > 0 et o > 0 et g une fonction continue tels que
2 2 g(t)
dt —1 -1 1 CASYA
/ - = | =—+—-—=0 quand x = 400 vt €]0, hl, Sa
PR 2 t 2x  x ) . L - .
z , Déterminer alors une majoration (la plus précise possible) de
. v dt 2z
Donc par encadrement zgrfoo (f(x) - /I t) =0 / q(t) dt‘ .
Ve 1 0.h/2
< < < Attention : ne surtout pas écrire pour I’instant x? pour z €]0, /2|

vt €]0, hl, ‘gsf)‘ <a

= |g(t)| <at pourt€l0, h
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2z 2z 2z 2z
= / g(t) dt‘ < / lg(t)] dt < / at dt car x < 2z (BBS) Et d’apres la question précédente, h(t) dt = o(x?)
2 2% (2z)? = 3a2 = f(x) = a[nt]3” +b[t*/2]3" + o(2?)
@ P = aln2+b§z2—|—o(3:2)
2z
/ o(t) dt‘ m2 103,
3 =24 .2
- T a =) >t Tl
z 2
In2 1, 9
=5t tel)
c¢) |En déduire que si h est une fonction continue de ]0,+oo[ dans R telle que —
2z e) | Montrer qu’on peut prolonger f par continuité en 0 et que ce prolongement
h(xz) = o(z) au voisinage de 0T alors / h(t) dt = o(z®) au voisinage est dérivable.
de 0+ “’ Exprimer alors les valeurs de f(0) et de f(0).
h D’aprés ce DL,on a  lim f(z) = 12
h(z) =o(z) = hﬂ%) M) =0 P m~>0+f( ) 2
r—r xT
Soite>0et a>0 On peut donc prolonger f par continuité en posant  f(0) = 1“72
. h(x)
Il existe donc h > 0 tel que Vz €]0,h], — < « — f(0 122 4 o(a? 1
d 10, 4] x De plus r(z) = f@) = F(0) =& (@) = -z +o(x)
2 z—0 T 8
h(t) dt‘ 5 = lin}) r(zx) =0
T—r
= L <= tilisant 1 ti écédent
x? =3¢ 2(en utilisant la question précédente) Donc f est dérivable en 0 et f'(0) =0
Posons maintenant o = §€ f) ’Etudier, au voisinage de 0, la position relative de f et de sa tangente en 0 ‘
/230 h(t) dt‘ La tangente & Cy en 0 a pour équation  yr = f(0) + f'(0)(z — 0) = 22
On a donc z 5 <e pour 0<z<h/2 =  f(x)—yr= %sz +o(z*) avec %372 >0
z
o donc au voisinage de 0, f(z) > yr. La courbe C} est au-dessus de sa
h(t) dt' tangente.
Donc Il_ig{r ‘”T =0 g) Déterminer un équivalent simple de f'(x) en 0
2x
- / h(t) dt = o(z?) en 0F ’Déterminer un équivalent simple de f/(z) en 0
v ) 2 1
P~ p : fila) = 9 2
d) [Montrer que f admet au voisinage de 0 un développement & 'ordre 2 que x + arctan(2z)  z + arctan(z)
I’on exprimera < < < Remarque :
D’aprés la question 4.a), on a 2 21 e 1 o1
1 a 2z + arctan(2z) 4z 2z x + arctan(z) 2z
_— = = +
t+arctant ¢ +ot+h(t) avec h(t)=o(t) en0 On ne peut donc pas soustraire les équivalents. On tente le DL & 'ordre
2z 1 2z 2z suivant. > > >
= f(x):a/ gdt—i—b/ tdt+/ h(t) dt
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() = 2(x + arctan z) — (22 4 arctan 2z)
~ (2z + arctan 2x)(z + arctan z)
_ 2arctanx — arctan 2z
(2 + arctan 22)(z + arctan x)
_ N(=@)
~ D()
x3 .
arctanx = x — 3 + o(x?)
203
= 2arctanz = 2x — % +o(z?)
8 3
= arctan2z =2z — % +o(z?)
3
= N(x) =2arctanz — arctan 2z = 5 o(x?)
= N(z)~ 223
D(z) = (2z + arctan 2z)(z + arctan x) ~ 4x - 2x = 8z
N(z) 223 1
= ! = ~N — — —
J'(@) D(z)  8z? 1"
h) ’En déduire que f est deux fois dérivable en 0, et calculer f(0)
On a donc lim f'(x)=0= f'(0) = f continue en 0
—
U !/ /
- 1
oy fD-10_f@) 1
z—0 x 4
Donc, d’aprés la définition de la dérivée :
!
— 1
f! est dérivable en 0 et f(0) = ilg}) % =1
f est donc bien deux fois dérivable en 0
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