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Exercice 1 Les 5 questions sont totalement indépendantes

1) |Soit F = {(z,y,2) € R®, z + 2y — 3z =0}

Montrer que F est un sev de R3

e FCR3
e (0,0,0) € F.

e Stabilité par combinaison linéaire
Soient (u,v) € F? et (a, b) € R2.

On pose u=(z,y,2) v=(2,y,2).
Montrons que a.u+ b.v € F.
Posons w=au+bov=(X,Y,2)

w=au+bv=a.(r,y,2)+b(z"y,2) = (ax + bz’, ay + by, az+b2')
X 4+2Y —3Z = (ax + bz') + 2(ay + by') — 3(az + b2’')
=a(z+2y—32)+b(2’ +2y — 32

=0 car ueF =0 car veF

=0
a.u~+ by € F.
e Conclusion : F est donc bien un sous-espace vectoriel de R3.

Donc

2) | Soit F' le sous-espace vectoriel de R* défini par
F= {(x,y,z,t) ERY, 3x+2y—t=0et 2x—y+t:0}

Déterminer une base et la dimension de F'

e Soit k= (z, y, 2, t) € R*

keF
3z+2y—t=0
— {Q:U—y—i-t:O
— Ly 3z +2y —t =0
L1—|-L2 5% +y =0
— L172L2 —Tx —t =0
Lo T +y =0
{t = —Tx
<~
y = —dx
— k= (z, =5z, z, —Tx)

=x.(1, =5, 0, —=7)+2(0, 0, 1, 0)

=u1 =uz
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= k€ Vect(uy,uz)

Donc F C Vect(u, uz)

Réciproquement :

B 3r+2—t=3-10+7=0

w =1, =5 0, =7) {2xy+t2+570 >u € F
_ r+2y—1t=0

uz = (0,0,1,0) {Qx—y—i—t:O = wupy el

Donc  Vect(u;, ug) C F

F= Vect(ul, UQ)
e Est-ce une famille libre ?
Soit (a,b) € R? tel que

= (a,—ba,b,—7a) = (0,0,0,0)
Donc (uy,us) est libre

Finalement (u1, ugz) engendre F

auy + bus =0

= (a,b) =(0,0)

e (u1,us) est une base de deux vecteurs de F. Donc dim F' = 2

r+2z—t=0

. _ . 4 3. .
Soit F' le sous-espace vectoriel de R* d’équation { 9% — 213t =0

Déterminer une base et la dimension de F'

e Soit k= (z, y, 2z, t) € R*

keF
T +2z —t =0
= { 2x —z 43t =0
L4 T +2z —t =0
T Ly-20 { ~5z 45t =0
— Li+Ly/5 | = +z =0
{ r =—z
<
t =z
— k= (.’E, Y, z, t) = (_Za Y, z, Z)

=2(~1, 0, 1, 1) +4.(0, 1, 0, 0)
= z.u1 + y.us
= k€ Vect(uy, uz)
F C Vect(u, ug)

e D’autre part,

avec

Uy = (_]—v 07 ]-7 1)7 U = (0, ]., 0, 0)

Donc
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. r+2z2—t=-14+2-1=0 ) . r—4z+3t=0
up = (-1, 0, 1, 1)’{2xz+3t21+30 = wyeF Donc F a pour équation { =0
r+22—-t=0
uz = (0, 1, 0, 0), { QU — 24+ 3=0 uy € F 5) |[Dans R3, on donne u = (1, 2, 4) v=(2, 1, 5) w= (-1, 3, 1)
Donc  Vect(uy, uz) C F Montrer que (u,v,w) est une famille liée
Dot F = Vect(u, us) Determiner la dimension de F' = Vect(u, v, w)
= (u1, uz) engendre F .
Libre? o (u,v,w) lice?
e
e Libr Soit (a, b, ¢) € R?
Soit (a, b) € R? R
b — 0 ) 0.0.0.0 b_0 () <= au+dbv+cw=0
= = —& U = s Uy Yy = =0=
aui + by (—a,b,a,a) = ( ) a 0 1% —c —o0
Donc  (u1, ug) est libre — 2% +b 43¢ =0
e (u1, ug) est libre et engendre F' 4a +5b H4c =0
. L a +2b —c = 0
D , t basede Fet dimF =2 L
onc (u1, uz) est une base de F' e im — Ly — 2L, Z3b 450 = 0
L3 — 4L1 -3b +5¢ = 0
4) Dans R4, on donne u = (—1, O, 2, 3) v = (17 O7 17 1) 3L1 + 2L2 3a 0 +7¢ =0
Déterminer un systéme d’équation de F = Vect(u, v) — Ly -3b +5c =0
Ls— Ly 0 =0

Soit k = (z, v, 2, t) € R?
k € Vect(u, v)

< J(a, b) eR?tel que au+bv+cw=k (S)
avec
—a +b ==z
0 =y
8) = 2a +b ==z
3a +b =t
Iy —a +b = x
Ly — 14 3a = -z +2z
= Li-L ) 4a - i
Lg 0 = Yy
Ly —a +b = T
Lo 3a = —=x +z
= 3Ly — 4L, 0 = = 4z 43t
L4 0 = Yy

Ce systéme échelonné admet (au moins) une solution (a, b) si et seulement si

r—4z+3t=0

=0 =

{
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k=(x,y, 2)€ F
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Ce systéme échelonné adme

Par exemple : pour ¢ = 3, (

t (au moins) une solution (a, b, ¢) # (0,0,0)
a, b7 C) = (777 57 3)

= —Tu+5+3w=0 = w= U~ gv
e Dimension de F' = Vect(u,v,w)?
w est CL de (u,v)
Donc F = Vect(u, v, w) = Vect(u,v)
Montrons que (u,v) est libre
au+bv=0
— au+tbv+cw=0 et c¢=0
o (Y e
— 3a 0 =0
-3b =0
<~ (a, b)=(0, 0)
Donc (u, v) est libre
D’ou (u, v) est une base de  F = Vect(u, v)
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Donc dimF =2

Exercice 2 A commencer sur une nouvelle page

Pour n > 1, on pose

"1 1
= — —2vVn+1 et v,= i

1)

drement de

vn+1—+/n pourn e N*

En utilisant I'inégalité des accroissements finis sur [n, n + 1], donner un enca-

Posons  f(z) =+/x pour z >0
f est continue et dérivable sur [n, n + 1] (pour n > 1)

1
Vo € 1], f'(z) = 7—=
et n<zr<n+1

= O<2\F<2f<2\/n+
car tout est positif
2\/W 2f f P

e f est continue sur [n,n + 1]
e f est dérivable sur Jn,n + 1]

1 1
TS < fz) < 5 n
Donc, d’aprés I'inégalité des accroissements finis :

1 fla)—fly) _ 1

Yl e Wnilo w-y "~ 2vm
Donc, en particulier pour x =n+1, y=n:

PR e VI

o Yz €ln,n + 1],

[n,n + 1] avec = # v,

2yn+1 (n+1)— _2\/5

1 1
——<Vn+1-yn<-— pourn>1
NS n \/5_2\/% pour n >

) ’Montrer que les suites u et v sont adjacentes.

+
® Upt1 — (Z
1

:772 n+24+2yn+
vn+1 Vnt2+2vn+1
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Or d’aprés la question précédente en remplacant n par n + 1

n+2—-yvn+1
V V ,2\/7
1
= 0<——m——Vn+2+vn+1
T 2y/n+1 " "
1
= 0< —2Vn+2+2vn+1

vVn+1

= Un+1 — Un Z 0

La suite (u,) est croissante
n+1 n 1
® Upil— Up (Z—Q\/n—k ) ( f_2ﬁ>
P
1
= —2vn+14+2y/n
vn+1 Vi
Or d’aprés la question précédente
1
— < Vn+1l—-yn
2vn+1 vn
1
——2vn+1+2y/n <0
vn+1 =
= Un+1 — Un S 0
La suite (vy,) est décroissante
o v, — U, =2vn+1-—2yn
vn+1l+4/n
=2(vVn+1- 2\/5)4
vVn+1l++/n
(n+1)—
vVn+1l++/n
B 2
vn+1+4+4/n
Quand n — 400, vVn+1++/n— 400
= lim v, —u, =0
n—-+oo
Autre méthode :
n—Up =2v/n+1—2/n
1 1
Or, d’aprés 1), ———=<+v/n+1—y/n<—— pourn>1
presl), 5 maT S WA =
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1
< vp

1
*ng
N e T
1

1
Avec lim = lim —=0

n—4o00 4/n + 1 n—+o00 \/'ﬁ

Donc par encadrement, (v,

= pour n >1

— uy,) converge et lim v, —u, =0
n—-+oo

e Conclusion : les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes.

Exercice 3 A commencer sur une nouvelle page

Soit u la suite définie par :  Vn € N, upy1 = —2u, + 3" et

On se propose dans la suite de déterminer D’expression de wu, en fonction
de n de trois maniéres différentes. Les trois méthodes suivantes doivent donc

étre traitées de facons totalement indépendantes.

7.L0:0

"1
3) | En déduire un équivalent simple de S,, = — en +o0o
) q p kz_l 7

Les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes (avec (u,) croissantes
Donc (uy,) et (vy,) convergent vers une méme limite finie (inconnue) ¢ telle que

VneN, u, <l <w,

Cad
zn:i—Q n+1gﬂgii—2\/ﬁ
k=1 k k:l\/E
Sp—2vn+1<0< 8, —2v/n

= A—-2/n+1<-8,<—L—-2yn

= (+2y/n<8, <l+2vn+1
l Sn / n+1

Vn+1 \/ 1 ¢
=4/1+ — 1 — 42 2
n Lot T w7

. Sn
Donc , par encadrement nllgloo % =2 = 5, W 2y/n

et

Autre solution (plus simple) :

Ona v,=5,-2y/n = S,=v,+2n

Or lim v,=0cR et lirf Vn=40c0 = v, =
n—-+0oo

n—-+oo

= v+2vn ~ 2yn = S, ~ 2Vn

—+ n——+oo
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1) [ 1% méthode

u
Soit v la suite telle que : n

YneN, v, =—
n v 3n

a) ’Donner la relation de récurrence liant v,,41 et v,.

 Upg1 | —2u, +3" —2u, 3" —2u,
Un+1 = 3n+1 - 3n+1 - 3n+1 3n+1 - ?@
-2 1 (270}
= ?’UTL + g (1) avec vg = @ =0

1

3

b) ’En déduire I'expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

On reconnait une suite arithmético-géométrique

Posons a tel que

a:?aJr% (2)
— -1 o -
373 “=
(1)-(2) = vny1—a= %(/Un —a)
—2.n —2.n,—1
= vn—a:(?) (’Uofa):(?) (?)
1 1 —2 n
= wm=5-5(5)
= un:3"vn:é(3"—(—2)")

2) | 28m¢ méthode
On note maintenant w la suite telle que :

Vn €N, u, = (—2)"w,

a) ’Donner la relation de récurrence liant w1 et w,.

Up41 —2u, + 3" —2uy, 3"
O S e T e (e ¢ (g
A, 33"
(_2)?14-1 (_2)n+1 n (_2)n+1
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Et u=0 = wy=0 d’équation caractéristique :
b) ’En déduire I'expression de w,, en fonction de n r=r4+6 << 12-r—6=0
ne1 Racines évidentes : 71 =—2, 1, =3
Par télescopage, pour n > 1 : Z(wkﬂ — Wk) =W — Wo = Wy, Donc il existe (A4,B) € R? tel que Vn €N, u, = A.(-2)" + B.3"
k=0 B . o
Mais par ailleurs, en utilisant ce qui précéde u =0, w=-20+3"=1
gk N { A +B =0
W41 — Wi = W —2A +3B =1
N Ly A +B =0
D’ >1
ot, pour n > — Lo + 2L, { 5B =1
e -1 ’S —3\ A
W =Y o = - (*> e Pl ][5 =1
k=0 (=2)k 2502 Lo 5B =1
Somme des termes d’une suite géométrique de raison _73 #1 PN { A=-1/5
-1 1-(=3/2 -1 1-(=3/2" 1+ (=3/2" B=1/5

2 1-(=3/2) 2 5/2 5
—14(=3/2)" —1+1
Pour n =0, +(=3/2) = + =0=wy
5 5
Donc |VneN, w, = %

—2)" + (-2)"(=3/2)")

c) ’En déduire Pexpression u,, en fonction de n.
5 5
1
_ — (=2)" 3n)
5(- 2+
On retrouve le résultat précédent

14 (=3/2" 1
un = (=2, = (-2 CIAT L
3¢me méthode

3)

a) ’Déterminer (a,b) € R? tel que,pour tout n € N, w19 = alyy1 + buy,

Idée : il faut se débarrasser du terme 3™ :

VYn €N, upi1 = —2u, +3" = 3" =upi1+2u, (1)
et Upio = —2Upyq + 3" = —2u,41 +3.37
= —2Up41 + 3.(un+1 + 2un) d’apres (1)

= Up+1 + 6un,

b) ’En déduire I’expression u,, en fonction de n.

|

On a une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants et
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Donc VneN, u, = %( —(=2)"+3m))

Probléme : Etude d’une fonction intégrale

1
1. |D le DL5(0) d
onner le (0) de 52
X4 X2 XP1o(X?) en0
1+ X

Quand z — 0, X =22 =0

D’ou

> =1—a2? 4z — 25 4 o(2f)

142
=1—a2+a2*+ o(a®)

’ Retrouver ainsi le  DLg(0) de arctan

1
Vz € R, (arctan) (z) = 152 Donc, par intégration :
3 5
arctanx = arctan0 + z — 3 + 5 + o(x9)
3 5
:xf%Jr%Jro(z‘j)
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< < < Attention : ne pas oublier d’écrire le terme constant : arctan0 > > > Donc la fonction f est paire
2. | Résoudre sur R I'équation : ¢+ arctant =0 ‘ ¢) | Justifier que f est de classe C° sur R™* et montrer que
P t) =1 tant 2 1
osons  ¢(t) + arctan ) = B pour z > 0
@ est définie et continue sur R et strictement croissante comme somme de 2z +arctan(2z)  x + arctan(z)

fonctions strictement croissantes

: e < < < On doit justifier que f est dérivable AVANT de la dériver. C’est
Donc ¢ réalise une bijection

logique > > >

de T=]—o00, 4o sur ¢(I)=]lime, limp[=] — oo, +oo| 1
) e e ) La fonction g:t+— —————— est définie et C°° sur |0, +oo]
Or 0 € ¢(I) Donc l'équation ¢ + arctant = 0 admet une unique t + arctant
solution dans I =R Donc elle admet une primitive G' qui est C* sur ]0, +-00]
De plus  ¢(0) = 0. Donc c’est 0 qui est 'unique solution de 1’équation Donc

t+ arctant =0

fo) = | "g(t) dt=G(2r) — Gla)

2x

dﬁ A M oo o0
3.|Onpose f(z) = / et Par composée de fonctions C*, f est donc C'* sur |0, +o00[
x

Par dérivée des fonctions composées :

a) ’Montrer que f est définie sur R* ‘ f'(x) = (22)'G'(27) — G'(=)

I — 29(20) - g(a)
Posons pour t #0, ¢(t) = Pape— _ 9 - 1
D’aprés la question précédente g est définie sur R* 2z +arctan(2z)  x + arctan(x)
e Pour x >0 [z, 2x] C]0, +o0] d) [Montrer que f est croissante sur |0, +oo[ et donner ses variations sur | —
g est donc définie et continue sur [z, 2z] donc intégrable. 00, 0]

f(z) est bien définie pour z > 0
e Pour x <0, [2z, z] C]— o0, 0]

g est donc définie et continue sur [2z, x| donc intégrable.
Conclusion : f est définie sur R* o fi(z)=

On se place sur |0, o0

Il reste & étudier le signe de f/(x) :
1 1

z + % arctan(2z)  z + arctan(z)

2
e Posons 1(z) = 1 arctan(2z) — arctan(z)

f(=z) = [; ) g(t) dt V' (z) = 5 x 2(arctan)’(2x) — (arctan)’(z)
1 1

b) ’Etudier la parité de f Il faut donc comparer i arctan(2z) et arctan(z)

1
2

t=-2z u=2z = _
Onpose u=—-t= dt=—du Bornes:{t:_x "= 14+ (22)2 1422
o 9 Avec 1+ (2x)% > 1+ 22 et tout est positif
—x) = —u) (— du) = —g(u)) (— du car g est 1 1
flea) = [ o) (= aw = [ (gw) (- aw car g _ el L o
impaire 1+ (2x) 1+z
2 e Donc ¢ décroissante sur |0, 4+o0o[ avec ¥(0) =0
= /w g(u)) du = f(—x) = Vz>0, 3arctan(2z) < arctan(z)
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1 2z t t 2z 9
= 0 <z + ;arctan(2z) < z + arctan(z) N / arctan < / % At carz < 2z
. 1 N 1 t(t + arctant) ©
1 2w 2z
= arctan(2  + arctan(x dt dt
@+ 5 arctan(2z) (@) = ‘f(:c) - < E/ —  d’aprés (1)
= fl(z)>0 tl1 2 t
< < < Remarquer que f n’est pas définie en 0, par contre, 1 l'est parfai- b) ’En déduire que f admet une limite finie en +o00 et préciser sa valeur
tement, donc on peut bien écrire ¥ (0) > > > 2w g4 112 1 1
e [ est donc strictement croissante sur ]0, +oo| /w 2 [t} = oy + — 0 quand z — +o0
e Et f étant paire, elle est strictement décroissante sur | — oo, 0] 2z q¢
Donc par encadrement lim (f(x) - / ) =0
r—r+00 .
4. ’ On étudle le Comportement de f au Voisinage de —+00 < << Attention : ne surtout pas écrire pour l,instant
2x
dt
2 2 lim f(z)= lim —
dt dt (
a) | Montrer que pour pour tout x > 0, ’f(a:) —/ —1| < E/ — pohe Tty
« t 2 t car on sait pas si ces deux limites existent > > >
Pour x > 0, gt
2 44 2z 1 1 D’autre part, / - = In(2z) — In(z) =1n2
T@ =] 5 =) Factant 1 :
@ o 1 arctan = lim (f(z)—In2) =0
2z T—+00
_/ —arctant dqt
. t(t+ arctant) = IEIEOO f(z) =In2
Avec /2m —atan? gy </2m —reml o< 5. | On étudie 1 d isinage de 0F
\Y _ _ rox x
 H{t + arctan?) = | |4t + arctan?) S . ’ n étudie le comportement de f au voisinage de
— arctant arctant a) | Montrer qu’il existe deux réels a, b tels que
Or t>0 = = 1 a
t(t +arctant)| (¢ + arctant) ————— = — +bt+o(t) au voisinage de 0"
o o t + arctant t
dt arctant
Donc |f(x) — - = Tt arctand) dt (1) 1
x z  t(t+arctant) (arctan)'(t) = —— =1 — > + o(t?)
D’autre part : L+t
t3
arctant > 0 = arctant = arctan(0) +¢ — 3 + o(t3)
= t+arctant >t >0 43
1 .. = t+arctant =2t — — + o(t?)
= 0< — < — car tout est positif 3
t + arctant t 1 1 1 1
= 0< ! <1 t>0 - t+arctant 3 T t2
——— < — car
t(t + arctant) ~ t2 2t — 3 + o(t3) 1- 5 + o(t?)
De plus 0 < arctant < 7/2 1 1 12
_ _ 2
arctant <7r/2 fout est positif ( ¢ multiplier) Or 1_u—1+u+o(u) = 2 ) —1+€+0(t)
————————— < —— car tout est positif (on peut multiplier _
t(t + arctant) = {2 P P p 1— 5 +olt?)
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1 1 t? 1t a 2w
t+ arctant 2t( + 6 +o(t)) 2t+ 12+0( ) t + bt +o(t) - h(t) dt‘ 3 . . L.
= “F——5—— < _a (en utilisant la question précédente)
avec a=1/2 et b=1/12 z 2
2
En choisissant «a = gs
b) | Soient h > 0 et o > 0 et g une fonction continue tels que -
g(t) h(t) dt’
vVt €]0, b, |=—| < .
] [ @ On a donc “72§5 pour 0 <z < h/2
Déterminer alors une majoration (la plus précise possible) de ) x
2z x
/| ate) h(o) . 2
T i wr 0001 — +
e pour €10, h/2 Donc gclig)l+ = 0 = h(t) dt = o(z*) en 0

6 mai 2026 11:43

Soit x €0, h/2[
Pour tout ¢ € [x,2z], on a

g(t)

= ‘t’ < «a par hypothése

O<zez<t<2x<h

= lg()] <at

2x 2z 2
/ o(t) dt‘ < / 9(1)] dt < / ot dt car < 20 (BBS)
2z 272z 2 2
Avec / at dt =< « [t?} =« [(21) — ﬂ - a?’i

2 2 2
2x
/ g(t) dt‘

x2

pour ¢ € [z, 2z]

=

Dot < -—a pour z €]0,h/2]

N Lo

En déduire que si h est une fonction continue de |0, +oo[ dans R telle que

2z
h(x) = o(z) au voisinage de 0T alors h(t) dt = o(2®) au voisinage
de 01 i
Ona h(x)=o(z) = lim hiz) =0
z—0 I

Soite >0et >0

2z 2 h(t) dt
11 faut montrer que / h(t) dt = 0($2) c¢’est-a-dire fw# S 1)
- X

h
Or, par hypothése h(z) =o(z) = lim i) =0
z—0 X
h
Il existe donc h > 0 tel que Va €]0, h[, hi@) <o
T

8/ 14

xT

Montrer que f admet au voisinage de 0 un développement a 'ordre 2 que
I’on exprimera

D’aprés la question 4.a), on a

1 a
— = —+ bt + h(t
t 4+ arctant t+ + ()

2x1 2z 2z
= f(x):a/ %dter/ tdt+/ h(t) dt

2x
Et d’apres la question précédente, / h(t) dt = o(z?)
x

avec  h(t)=o(t) enOT

= f(x) = a[lnt]*® +b[t*/2)** + o(x?)

3
=aln2+ b§x2 + o(z?)

-~ mlm2 1 3, 9
=5 T p” ol
In2 1, o

—7“!‘@1‘ +0(x)

Montrer qu’on peut prolonger f par continuité en 0 et que ce prolongement
est dérivable.
Exprimer alors les valeurs de f(0) et de f'(0).

5 N : __In2
D’aprés ce DL, on a mhj})1+f(x) = 52
On peut donc prolonger f par continuité en posant  f(0) = 1“72
f(x)—f(0)  fa*+o(z?) 1
De pl = = i
e plus r(z) po . 8x+0(w)

= limr(z)=0
z—0
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P o 1
Donc f est dérivable en O et f/(0) =0 D’aprés la question 4.a) , on a T arctant — % + bt + o(t)
g arctan
f) ’Etudier, au voisinage de 0, la position relative de f et de sa tangente en 0 ‘ 1 a
La tangente & Cy en 0 a pour équation  yr = f(0) + f'(0)(z — 0) = 42 -y tarctan2t 2t +0(2) +0(2t)  en remplacant ¢ par 2t = 0
= f(x) —yr = g2® +o(2?) avec ga®>0 =  fl(z)= 2(2% +b(2t) + o(2t)) — (% + bt + o(t))
donc au voisinage de 0, f(z) > yr. La courbe Cy est au-dessus de sa a a
tangente. = (; + 4bt + o(t)) — (Z + bt + o(t))
g) ’Déterminer un équivalent simple de f/(z) en 0 ‘ =3bt+o(t) avec b=1/12
2 1 1
/ — _ =-t+4o(t
J(@) 2z + arctan(2z) x4+ arctan(z) 4 0
< < < Remarque : = f’(m) ~ lx
z—0 4
2 2 1 1 1
2 + arctan(2z) a2 et = + arctan(z) ~or h) ’En déduire que f est deux fois dérivable en 0, et calculer f”(0)
On ne peut donc pas soustraire les équivalents. On tente le DL & 'ordre On adonc lim f/(x) =0= f'(0) = f continue en 0
suivant. > > > / $_>(/) /
oy L@ =10 @)1
() = 2(x + arctan z) — (22 4 arctan 2z) -0 ot 4 .
~ " (22 + arctan 2z)(z + arctan z) Donc, d’aprés la définition de la dérivée :
_ 2arctanz — arctan 2z f! est dérivableen 0 et  f”(0) = lim filw) = F0 _1
(2 + arctan 22)(z + arctan x) z=0 =0 4
f est donc bien deux fois dérivable en 0.
_ N(=)
~ D()
a3 3
arctanx = x — 3 + o(z?)
2 3
= 2arctanz =2z — % + o(x3)
3 .
= arctan2z =2z — 3 +o(z?)
3
= N(z) =2arctanz — arctan 2z = 3 +o(z?)
= N(z)~ 223
D(z) = (2x + arctan 2z)(z + arctan x) ~ 4z - 2z = 82
N(z) 223 1
= "(x) = ~ =
J'(@) D(zx)  8a? 1"
Autre méthode (plus rapide) : on peut utiliser le résultat de la question
4.a) :
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Musée des horreurs avec  {a.u+ b, (a,b) € K2} = Vect(u,v)

Les présence des accolades change la nature de ’objet : on passe d’un vecteur

Exercice 1 (sans les accolades) & un ensemble de vecteurs (avec les accolades)

a) Cohérence du vocabulaire

Vect(u, v, w) est une base d’aprés ce que nous donne le sujet

On ouvre un chapitre sans fin. Il faut que ce que vous écrivez n maths soit
d’abord cohérent au niveau de la syntaxe. Par exemple, il équivalence logique Il est merveilleux que cela soit donné par le sujet. D’autant plus que cette
n’a lieu qu’entre deux propositions, et pas entre des ensemble par exemple. phrase n’a aucun sens...

Un vecteur ne peut étre inclus dans un e.v., mais lui appartient (ou pas).

Un e.v. n’appartient pas & un autre e.v. Il peut étre égal ou inclus dans un
autre e.v. Etc.

suivent quelques exemples :

b) Les phrases qui ne veulent rien dire, parce qu’elles sont incomplétes ou
carrément fausses :

Uune famille est liée si elle admet une solution (a, b, ¢) # (0,0,0)

Vect(u,v,w) <= Vect(u,v)

Cela ne veut rien dire! Une solution de quoi? Pour parler de solution il faut

Cela n’a aucun sens, car Vect(u, v, w) et Vect(u,v) sont des ensembles. Une ‘ ’ - : )
avoir une équation. Sinon cela n’a aucun sens.

équivalence logique (<= ) ne peut relier que des propositions, cad des
trucs vrais ou faux.

k € Vect(u,v) <= V(a,b) € K% V(u,v) € F, au+bv =k

Vect (u, v)engendre F' On a une équivalence entre deux propositions :

C’est la famille (u,v) qui peut engendrer un sev F e k€ Vect(u,v)
On veut savoir & quelle condition un vecteur k donné appartient a Vect(u, v)
(u, v)est une base de dimension 2 de F' Donc cette proposition mathématique dépend de k,u et v
Ce n’est pas la base qui est de dimension 2. On peut dire que la base est de e Y(a,b) e K? V(u,v) € F, au+bv=k
cardinal 2 (ou bien qu’elle a deux vecteurs). Par contre, F' est de dimension 2. Il est alors totalement inutile et faux d’introduire dans la deuxiéme pro-
position u et v avec des quantificateurs car u et v sont déja la, et sans
Vect (u, v) est une base de F quantificateurs, dans la premiére partie de équivalence.

Par contre, (a,b) sont des petits nouveaux. Il est donc normal et méme né-

(u,v) est une base de F cessaire qu’ils soient quantifiés.

(u, v) sont libres Dernier point, et pas le moindre, la proposition est de toute fagon fausse!

En effet : k€ Vect(u,v) <=  3(a,b) €K% au+bv=%k

Ce ne sont pas les vecteurs qui sont libres mais la famille (u,v) qui est libre
1l serait en effet impossible d’avoir  au+ bv =k pour tous les (a,b) € K?

Vect(u,v) = a.u+ bv Un vecteur donné k ne peut étre & lui tout seul égal & toutes les combinaisons
linéaires de (u,v)

e Vect(u,v) est un sev, c’est-a-dire un ensemble de vecteurs
ibre ?

e au+bov estun vecteur. (, ) libre? .

L’égalité est donc absurde. V(a,b) € R?, Y(u,v) € F?, au+bv=0qif ...

Il ne faut pas confondre a.u + b.v Meéme probléme de quantification :
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(u,v) sont déja donnés

Donc écrire V(u,v) € F? n’a aucun sens.

Mq (u,v,w) est liée
Y(a,b,c) € K3, I(u,v,w) € F ...

Meéme probléme. On ne doit pas quantifier (u, v, w)

Soit  a.u+bw+cw=0

On écrit le mot clé « soit » quand on introduit de nouveaux objets. Cela
correspond au « quelque soit » dans la définition.

Je sais bien que dans le langage courant le mot « soit » est parfois utilisé pour
introduire une supposition (ou une hypothése). Mais c’est une trés mauvaise
habitude. Et je pense que ce n’est pas correct, méme dans le langage courant.

(u,v,w) lite

<  VY(a,b,c) €R? tqaut+bv+cw=0 = I(a,b,c)# (0,0,0)

La, c’est de la totale bouillie pour les chat. C’est un salmigondis informe et
indigeste.

(u,v,w) like <= V(a,b,c) € R3 au+ bv+ cw = 0 admet une

solution autre que (0,0,0) avec a # 0,b # 0 et ¢ # 0

e Tout d’abord, si c’est
que....

V(a,b,c) cen’est pas qu'il existe une autre solution

On peut écrire correctement :
(u, v, w) lice

<= L’quation au+ bv+ cw = 0 admet (au moins) une solution

(a7 b’ C) ?é (07 0’ O)
Ce qui se traduit mathématiquement par

A(a,b,c) #(0,0,0) tq au+bv+cw =0

¢ Ensuite,

(a,b,c) # (0,0,0)
(1,0,0) # (0,0,0)
(a,b,c) #£0 (a£200Ub#00U c#£0)

n’est pas équivalent & a#0,00ET c#0
Par exemple

On a —
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k= (z,y,2,t) € R?
k = Vect(u,v)

Il faut écrire  k € Vect(u,v)

Autres horreurs

F C Vect(u,v) donc (u,v) engendre F

Non! (u,v) engendre I <= Vect(u,v) = F L’inclusion ne suffit pas.

a +2b —c =0 R . . . .,
3b 45¢ —0 Ce systéme échelonné admet une infinité de
solutions = (a,b,c¢) # (0,0,0)

L’implication est fausse. Puisque (a,b,c¢) = (0,0,0) est UNE des solutions du
systeme.

Donc le systéme ne peut impliquer que (nécessairement ) (a,b,c) # (0,0,0)

Le systéme est echelonné non triangulaire, donc il existe au moins une
solution  (a,b,c) # (0,0,0)

Soient (u,v) € F? et (a, b) € R
On pose u = (1'73/’;;) v = (x',y’7z’).
au+b.v = az + by + cz + b’ + by’ + ¢z’

= aut+bv=(X,Y,2)
Bah non!
L’égalite  au + b.ov = ax + by + cz + ba’ + by’ + ¢z’ est absurde puisque
au+bv €R3 et ar+byt+cz+br’ +by +c2’ €R

Cherchons une équation de Vect(u,v)

—a +b ==z

X . _ 0 =y

On a le systéme suivant :(S) <= % +b — =
3a +b =t

Sauf qu’on ne sait absolument pas d’ou sort le systéme. Quelle relation
vectorielle traduit-il ?

En algebre linéaire (=espaces vectoriels et compagnie), on utilise trés souvent
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des systémes. Mais vous devez a chaque fois bien commencer et bien
terminer

e Bien commencer : d’ou vient le systéme que vous écrivez? Quelle relation
vectorielle traduit-il ?

e Bien terminer : une fois le systéme résolu, qu’est-ce que cela signifie en termes
de vecteurs ou d’espaces vectoriels 7

Exercice 2

14 Sn 14
— t+2< <

Vi Vi
Or Vvn+1l ~ /n

n—-+oo

vn+1
VR

car y/n >0

14 n
Donc —+2<—=
n

N jﬁﬂgﬁ“

Vous n’avez pas le droit de remplacer par un équivalent dans une inégalité.

D’ailleurs cela méne & un résultat absurde du genre a < b < a, puisque que

n P . . .
—— est encadré strictement par deux choses identiques.
n

En fait avec les équivalents, c’est assez simple : vous n’avez rien le droit de faire,
sauf ce qui est spécifiquement indiqué dans le cours. Mais encore faut-il
connaitre son cours ...

Point de méthode essentiel :

1
< y—y) < —
N )
Donc par encadrement,
1 1

W (o =) = M s = M o2 =0

Horreur. Ici sont mélangées les prémisses et la conclusion.
Dans toute propriété ou théoréme , il y a
e Des prémisses : ce sont les conditions de validité du théoréme
e Une (ou des) conclusion(s) : le résultat obtenu
Par exemple dans le théoréme d’encadrement.
e Les prémisses sont
Uy < vy, < w,  pour tout n & partir d’'un certain rang
lim u, = lim w, =2~/

n—-+oo n—-+o0o
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e La conclusion est
converge et i =/
(vn,) converg Jm oy
Dans la rédaction, il faut donc établir d’abord les prémisses, et ensuite donner

la conclusion. Sinon c’est de la bouillie pour les chats (BPC)

Un nouveau concept :

f(t) =+t f est continue et centrée

Continue : jusque 1a ca. Je connais.
« centrée » 7 C’est quoi. C’est une notion qui n’est inconnue. Ce doit étre
nouveau. je suis impatient d’en connaitre la définition.

Un = Sp— 20 =  Su—2yn— 0
Donc S, n_}r\;w€+2\/ﬁ

- Comment passe-t-on de de S, —2y/n a 5,7

- En additionnant  2+/n

- Or que sait-on sur la somme d’équivalent ?

- On n’a pas le droit, sauf en justifiant précisément.

Dans mon immense bonté, je rappelle que c’est possible uniquement dans deux
cas :

¢ Equivalents de méme nature
f~ahetg=bhaveca+b#0
= f+g~(a+bdh
e Négligeabilité :
f=olg) = [fH+g~f
(On a méme équivalence logique : f=o0(g) < f+g~7f

Remarquons aussi que, lorsque qu’on demande un équivalent, on essaie de donner
P’équivalent le plus simple possible. Ce qui n’est pas le cas ici de £+ 2y/n
Encore de la BPC
D’aprés l'inégalité des accroissements finis :

Vo €lnn+ 1, 1f/(x)| < M et f(n+1) = f(n)] < Mln+1—n|

Encore une fois on mélange
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e les prémisses, dont fait partie Vz €|n,n+1[,|f'(z)] < M
fin+1) = f(n)| < Mn+1-n|

e avec la conclusion :

Grand prix de PTHORREUR ABSOLUE

lim £+2vn=2vn

n—-+oo

La limite , quand n — 400 ne doit jamais dépendre de n
De méme

e Une limite quand z — 0 ne doit jamais dépendre de x
e La valeur d’une intégrale ne dépend jamais de la variable d’intégration

e La valeur d’'une somme ne dépend jamais de l'indice de sommation

f est continue sur [n,n + 1] et dérivable sur |n,n + 1]

fln+1) = f(n)

D’aprés 'TAF  m <
n+1-—n

<M

La, il manque la moitié des prémisses.

2y/n <2z <2yn+1
1 1 1
< <
2vn+1 7~ 2z = 2y/n

1
car — est décroissante sur [n,n + 1]
x

e Premier point :

La fonction x — 1/x est appliquée sur des éléments qui sont dans

e

et non dans  [n,n + 1] Donc il faudrait dire

1 1 1
« car x — Z est décroissante sur [W’ 2\/5} »
e Mais pourquoi s’enquiquiner inutilement :
Tous les termes sont positifs
et la fonction

Et cela suffit.

x+ 1/x  est décroissante sur ]0, +o00[

e Notous enfin que la phrase « 1/x est décroissante »  n’a aucun sens.

1/x est seulement 'inverse de x, donc un réel.
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C’est la fonction z — 1/x qui est décroissante sur |0, +oo]

Corrigé 1°* jet

1
Car — est décroissante
T

Meéme probléme que précédemment : on doit parler de la fonction z — 1/x

D’autre part, cela ne suffit pas car I’ensemble sur lequel la fonction est décrois-

sante n’est pas précisé
La fonction x +— 1/x est décroissante sur | — oo, 0 et sur ]0, 4o0[

Par contre, elle n’est pas décroissante sur R* (Par exemple :

f(=1) < f(1)

Exercice 3

—1 < 1 mais

J’ai eu droit & une « suite arthritique »

Mais je n’en suis pas stir. C’était écrit par Jules. ..

E
(2

Donc (w,,) est une suite arithmétique

Wp41 = Wy +

Pour que (w,,) soit arithmétique, il faut avoir
par rapport & n. Ce qui n’est pas le cas ici.
arithmétiques, car on peut toujours écrire

W41 = Wy +7T

Vn € N, wp 1 = wy, + rn)

Probléme

Erreur fondamentale :

avec r constante
( Sinon toutes les suites seraient

J(2) = G(21) - G(a)
J'(@) = G'(22) — G (2) = 29(22) — g(x)

Donc

Il ne faut surtout pas confondre G'(2z) (G(Qz))/
Ona G'(z)=g(x) G'(2z) = g(2x)
Par contre par composée (G(2)) = (22)'G’(2z) = 24/ (2x)

Donc les égalités sont deux fois fausses !

avec

donc
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2z
f(x) = / olt) dt

g est définie sur R* donc f est définie sur R*
g est continue sur R* donc f est continue sur R*
g est C"*° sur R* donc f est C*° sur R*

Aucune de ces propositions n’est vraie.

Il n’y a aucun lien immeédiat entre les propriétés de g et celles de f

x+1
Exemple 1: fi(z) = / g(t) dt avec g définie continue sur R*

Dans ce cas, fi est définie sur | — oo, —1[N]0, 400[ (Remarquer que f n’est pas
non définie seulement en —1 et 0)
xr

Exemple 2 :  fo(z) = / g(t) dt avec g définie continue sur R
=]

Dans ce cas, fo est discontinue en tout x entier (& cause de la partie entiére)
VT

Exemple 3 : f3(z) = / g(t) dt avec g C* sur R
1

Dans ce cas, f3 n’est pas dérivable a priori en 0 & cause de la racine. (Dans
certains cas, elle peut étre dérivable : & étudier au cas par cas)

Evidemment, ce sont des cas un peu exotiques. Mais cela montre bien le point
suivant :

Morale de 1’histoire : les propriétés de g ne se transmettent pas « naturelle-
ment » & f. Il faut & chaque fois démontrer la chose.
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