
Nom (11/05/26) Interro 23 (�ctive) 2025-26 PCSI (Corrigé)

1) sinx < 1/2 ⇐⇒ 5π/6 + 2kπ < x < 13π/6 + 2kπ, k ∈ Z
( ⇐⇒ −7π/6 + 2kπ < x < π/6 + 2kπ

⇐⇒ x ∈
⋃
k∈Z

]5π/6 + 2kπ < x < 13π/6 + 2kπ[ ) (C 163a)

2) Les racines cubiques de l'unité sont : (C 323d)

z0 = 1, z1 = ei2π/3 =
−1

2
+ i

√
3

2
, z2 = ei4π/3 = e−i2π/3 =

−1

2
− i
√

3

2

3) La courbe (C) d'équation y = expx (C 440b)
admet une tangente d'équation : y = x+ 1 au point (0; 1)

4) Suite récurrente linéaire ordre 2 : un+2 = aun+1 + bun (C 545b)

à valeurs dans R. Cas ∆ = 0 avec ∆ = a2 + 4b :

Alors les solutions réelles sont de la forme :

un = rn0 (λ+ µ.n) avec λ, µ ∈ R

et r0 racine(s) (double) de l'équation r2 = ar + b

5) Donner un encadrement, le plus précis possible, de x en utilisant bxc
bxc ≤ x < bxc+ 1 (C 601b)

6) x/∈
⋃
i∈I

Ai ⇐⇒ ∀i ∈ I, x /∈ Ai (C 740e)

7) Soient f : E → F, g : F → G deux applications (C 786a)

Montrer que g ◦ f injective ⇒ f injective

Supposons g ◦ f injective

Il faut montrer que ∀(x, y) ∈ E2, f(x) = f(y) ⇒ x = y

Soit (x, y) ∈ E2 tel que f(x) = f(y) ⇒ g(f(x)) = g(f(y)

⇒ (g ◦ f)(x) = (g ◦ f)(y) ⇒ x = y car g ◦ f est injective

Donc f est injective.

8) Vrai ou faux ? . . .Faux (C 830c)

Si f et g admettent des limites �nies en a,

Alors lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) ⇒ f ∼
a
g

Pour que ce soit vrai, il faut que les limites soient �nies non nulles

Contre exemple en a = 0 : f(x) = x et g(x) = x2 en 0

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x) = 0 et pourtant f(x) ∼/
x→0

g(x)

9) Vrai ou Faux ?. . .Faux (C 919a)

a = arccos 3
5 ⇐⇒ cos a = 3

5

L'implication est vraie, mais la réciproque fausse.
Pour avoir l'équivalence, il faudrait :

a = arccos 3
5 ⇐⇒ ( cos a = 3

5 ET a ∈ [0, π] )

10) lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= ±∞ (C 1014b)

⇐⇒ La courbe Cf admet une tangente verticale en (a, f(a))

11)

∫ u x2 dx

1 + x2
=

∫ u (x2 + 1)− 1

1 + x2
dx =

∫ u(
1− 1

1 + x2

)
dx (C 1079)

= u− arctan(u) sur R

12) Déterminer les solutions de l'équation (C 1151e)

xy′ + 3.y = 0 sur ]−∞, 0[

(E) ⇐⇒ y′ +
3

x
.y = 0 ⇐⇒ y′ + a(x)y = 0

avec a(x) =
3

x
et A(x) = 3 ln |x| une primitive de a

Les solution sont de la forme y(x) = Ke−3 ln |x| = K
1

|x|3
=
−K
x3

K ∈ R
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13) Si une suite réelle u converge vers ` > 0 (C 1229c)

Alors à partir d'un certain rang un > 0

Démonstration : Posons ε = `/2 > 0 On a lim
n→+∞

un = `

Donc il existe p ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ p ⇒ `− ε ≤ un ≤ `+ ε

Avec `− ε = `/2 ⇒ un ≥ `/2 > 0 pour n ≥ p CQFD

14) Donner les 4 premiers termes non nuls du DL suivant (C 1291)

√
1 + x = 1 +

x

2
+

1

2
· −1

2
· x

2

2
+

1

2
· −1

2
· −3

2
· x

3

6
+ ◦(x3)

= 1 +
1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 + ◦(x3)

15) Soit f décroissante sur
]
a, b

[
avec a < b, (a, b) ∈ R2

(C 1416b)

Si f n'est pas minorée sur
]
a, b

[
alors lim

x→b−
f(x) = −∞

16) Propriété : f est convexe sur I si (C 1492a)

si ∀(x1, x2) ∈ I2, ∀t ∈ [0, 1],

f
(
t.x1 + (1− t).x2

)
≤ t.f(x1) + (1− t).f(x2).

17) f(x) = x sin
1

x
pour x 6= 0 et f(0) = 0 (C 1615b)

On admet que sin(1/x) et cos(1/x) ne convergent pas en 0 et
que f est continue en 0. f est-elle dérivable en 0 ? Démontrez-le

f(x)− f(0)

x− 0
= sin

1

x
qui diverge quand x→ 0

Donc f n'est pas dérivable en 0

18) Vocabulaire : E un espace vectoriel et (u1, . . . , un) ∈ En (E 2702c)

Vect(u1, . . . , un) est appelé le sev de E engendré par (u1, . . . , un)

19) Propriété caractéristique : (u1, . . . , un) est une base de E (C 2721)

⇐⇒ ∀k ∈ E, ∃(a1, a2, . . . an) ∈ Kn unique tel que

k = a1.u1 + a2u2 + · · ·+ anun (Ne pas oublier l'unicité)

20) Démonstration Soient F et G deux sev de E (C 2753e)

Montrer que F et G sont en somme directe ⇒ F ∩G = {~0}

( Rappelons que, par dé�ntion, F et G sont en somme directe
⇐⇒ ∀u ∈ F +G, ∃(v, w) ∈ F ×G unique tel que w = u+ v)

Supposons que F et G sont en somme directe ( Mq F ∩G = {~0})
� On a {~0} ⊂ F ∩G car F ∩G est un sev de E

� Soit u ∈ F ∩G ⇒ u ∈ F et u ∈ G
On a u = u+~0 avec (u,~0) ∈ F ×G
et u = ~0 + u avec (~0, u) ∈ F ×G
Or F ⊕G. Donc, par unicité de la décompostion, on a

(u,~0) = (~0, u) ⇒ u = ~0

On a donc bien F ∩G ⊂ {~0}
D'où F ∩G = {~0}

21) Vrai ou Faux ? . . .Faux (C 2771d)

Soient B = (b1, b2), V = (v1, v2) deux bases d'un ev E
et v1 = b1 − 2b2 v2 = 4b1 + 2b2

Alors PB→V =

(
1 −2
4 2

)
est la matrice de passage de B dans V

La matrice de passage de B dans V est PB→V =

(
1 4
−2 2

)
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22) Vrai ou Faux ? . . .Faux (E 2905b)

f : E → F une application, A un sous-ensemble de E et x ∈ E
Alors f(x) ∈ f(A) ⇒ x ∈ A

Il su�t de prendre une application tq f(a) = f(b) = c et A = {a}
On a f(A) = {c} f(b) ∈ f(A) et b /∈ A
Le mieux est de faire un dessin

23) Théorème du rang (Bien donner toutes les hypothèses) (C 2917)

Si f : E → F est une application linéaire et E de dimension �nie

Alors dimE = dimKerf + dim Imf

24) (Toutourien) Soit f : E → F est une application linéaire (C 2921c)

Si dimE = dimF �nie

Alors f injective ⇐⇒ f surjective ⇐⇒ f bijective

25) Soient f : E → F une application linéaire injective (E 2945) et
(u1, . . . , up) une famille libre de E

Démontrer que (f(u1), . . . f(up)) est une famille libre de F

Soit (a1, . . . ap) ∈ Kp tel que a1f(u1) + · · ·+ apf(up) = ~0

⇒ f(a1.u1 + · · ·+ ap.up) = ~0 car f est linéaire

⇒ a1.u1 + · · ·+ ap.up ∈ Kerf

Or f injective ⇒ Kerf = {~0} ⇒ a1.u1 + · · ·+ ap.up = ~0

⇒ (a1, . . . , ap) = (0, . . . , 0) car (u1, . . . up) est libre

Donc (f(u1), . . . f(up)) est libre

26) P peut s'écrire sous la forme
n∑
k=0

akX
k (C 3101b)

⇐⇒ P est de degré au plus n

27) Caractérisation par les dérivées (C 456b)

Soit P ∈ K[X] et k ∈ N : degP ≤ k ⇐⇒ P (k+1) = 0

28) Soit P = α
k∏
i=1

(X − ai)mi Alors d◦P =
k∑
i=1

mi (C 3135)

29) Soit P ∈ C[X] et z ∈ C P (z) = P ( z ) (C 3148a)

30) Polynômes unitaires irréductibles dans C[X] : (C 3151)

(X − a) avec a ∈ C
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