2025-26 PCSI

Ch 19 : Applications linéaires

Cours (A B C)

1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 1 : Application linéaire

Soient E et F' deux K—espaces vectoriels

Soit une application f: F — F

f est une application linéaires si et seulement si :

V(ii,7) € E?, ¥Y(a, b) € K2,
fla.@+b.9) = a.f(&) + b.f (D)

Propriété 1 : propriétés élémentaires

Soit f: E — F est linéaire

o f(0g)=0p

o flutw)=f(u)+ f(v)

o flau) =a.f(u)

o f (i: akuk> = zn:akf(uk)
k=1 k=1

Démonstration En effet : 0 =0 + 0g
Donc:  f(0g) = f(0r +0g) = f(0r) + f(0r)

= f(0p)=2f(0g) = f(0gp)=0F fin demo

1.1 Exemples

e Soit f:R?® = R2 (2, y, 2) — (22 —y, x —42)

f est une application linéaire de R? dans R?

¢:C'(R) = C°(R), [ f

car  p(a.f+0b.9) = (a.f +byg) =a.f +b.g = ap(f) +b.p(g)
0 Ru[X] = Ru[X], P s P(X +1)

b
0: C°(R) = R, fr—>/ f@t) de

e 0:C'%R) — CYHR), f+ @(f) telle que :

Ve eR, [p(f /f ) dt

2 3 4
A_<1 -1 5)
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x
FIRP SR X =y »—>Y:A.X:<

z

2z 4 3y + 42
T —y+52

f Vapplication linéaire de R3 dans R? canoniquement associée & A

1.2 Applications particuliéres

Définition 2 : Application identité
Soit E un espace vectoriel

L’application identité de E est une application linéaire de E dans F
On la note Idg : Idg:E—E, u—Idgu) =1

Définition 3 : Application nulle
Soient E et F' deux espaces vectoriels
L’application nulle 0 de E' dans F' définie par :
Yu e E, 0(u) = 0p
est une application linéaire.

Remarque : Souvent, ’application nulle est notée simplement 0 quand cela ne
préte pas & confusion)

Définition 4 : a.l. canoniquement associée a4 une matrice

Soit A € Mn,p)(K)

Alors I'application  f: M, 1) = My, X = f(X)=AX

est une application linéaire, appelée ’application linéaire canonique-
ment associée a A

Remarque On remplace couramment M, 1) et M, 1) par KP et K".

On notera ainsi : f:KP = K", X — f(X)=AX

1.3 Propriétés
Propriété 2 : CL d’applications linéaires

Soient f et g deux applications linéaires E — F et (o, 3) € R?.
Alors a.f+ 8.g: E— F est une application linéaire

Démonstration
Posons h=a.f+ B.g.
Montrons que h est une application linéaire.

Soient (u,v) € E? et (a,b) € R2.
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h(a.u+b.v) = (a.f + B.g)(a.u+ b.v)
=a.f(a.u+bv)+ B.g(au+bw)
car par définition (a.f + B.9)(z) = a.f(z) + B.g(x)
= afa.f(u) +b.f(v)) + Bla.g(u) + b.g(v))
car [ et g sont linéaires
= a(a.f(u) + B.g(u)) + b(a.f(u) + B.9(v))
=a(a.f + f.9)(u) + bla.f + B.9)(v)
= a.h(u) + b.h(v)
h est donc bien une application linéaire
fin demo

Propriété 3 : Conséquence : L(E, F)
L’ensemble des applications linéaires de £ dans F' est un espace vectoriel,
qui est noté L(E, F)

Le vecteur nul de L(E, F) est I’application nulle

Propriété 4 : composée de deux applications linéaires
Soient F, F et GG trois espaces vectoriels.

Soient f: F — F et g: ' — G deux applications linéaires.
Alors g o f est une application linéaire de E dans G.

Démonstration
Soient (a, b) € K2 et (u, v) € E?
(9o flau+bw) =g[f(au+bw)]
= gla.f(u) +b.f(v)] car f est linéaire

= a.g[f(u)] + b.g[f(v)] car g est linéaire
= a.(gof)(u) +b.(g0f)(v)

Donc g o f est bien une application linéaire
fin demo

Propriété 5 : composée de deux applications linéaires
Soient E, F et G trois espaces vectoriels, (a,b) € K2, f, fi, fo: E— F
et g, g1, g2 : ' — G des applications linéaires, Alors
° (a.gl + bgg) [¢] f = a.(gl (e] f) + b(gQ o f)
(Propriété déja connue)

e gof(a.fi+b.fa)=a.(go f1)+b.(go fa)

(Ca, c’est nouveau)
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Démonstration

Il faut montrer que (a.g1 +b.g2) o f =a.(g1o f) +b.(g20 f) et go(a.f1 +b.f2) =
a.(go f1) +b.g(ofa) (Egalité d’applications)

Donc il faut montrer qu’elles ont mémes ensembles de départ et d’arrivée (ce qui
est bien le cas ici)

et que  Vu € E, [(a.g1+b.g2)o f](u) = [a.(g10f)+b.(g20 f)](u) (Faire bien
attention a l'ordre et la position des parenthéses et des crochets. Il ne faut pas
faire et écrire n’importe quoi)

et de méme pour 'autre égalité.

C’est parti!

Soit u € £

. [(a.g1 + b.g2) o f](u)
= (a.g1 + b.g2)[f (u)] définition de go f: (g0 f)(z) = g(f(x))
=a.g1(f(u)) + b.g2(f(u)) déf. de somme et produit de fonctions :

(a.f +b.9)(x) = a.f(x) + b.g(x)
a.(gio f)(u)+b.(g2 0 f)(u) définition de g o f
= [a.(g1 0 f) +b.(g20 )] (u)
CQFD
Remarquer qu’on n’a pas utilisé la linéarité de f et g : donc cette propriété est
valable pour toutes les fonctions
. [g o(a.f1 + b.fg)] (u)
gl(a.-fi +b.f2)(u)]
g [a.fl (u) + b.fg(u)}
a.lg(f1(u)] + b.g[f2(u)] car g est linéaire
=a.(go f1)(u) +b.(g o f2)(u)
= la.(go f1) + b.(go f2)] (u)
CQFD.

Dans cette démonstration, on a utilisé la linéarité (de g). Donc cette propriété
n’est pas toujours vraie.

somme et produit de fonctions

définition de g o f

somme et produit de fonctions

composée de fonctions

somme et produit de fonctions

fin demo
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Définition 5 : Endomorphisme

Endomorphisme de F est une application linéaire de Edans E
La composée de deux endomorphismes de E est encore un endomorphisme

de £
L’ensemble des endomorphismes de E et noté  L(E)

2 Bijection & Co

2.1 Image et image réciproque
Soit f : E — F une application

Définition 6 : Image d’un ensemble (Rappel)
Soit A C E.
f(A) ={ye F/B3zc Ay = f(x)}
={f(z), z € A}

On a donc : ’yef(A) = [EIUEA,y:f(fU)]‘

Définition 7 : Image réciproque d’un ensemble (Rappel)
| Soit B C F, fYB)={r € E/f(x) € B}

On a donc : ’xefﬁl(B) = f(x)eB‘

Propriété 6 : Images et images réciproques de sev

Soit f:FE — F une application linéaire

Soient E’ et F’ des sous-espaces respectifs de F et F'
Alors  f(E') est unsevde F

et fY(F') estunsevdeF

Démonstration

a) Mq f(E’) est un sev de F
e FFCE = [f(E')CF

o« Mq 0p € f(E)
En effet, Ogp € E/ car E' est un sev de F
= f(0g) € f(E)
Or f(0g)=0r, donc Opc€ f(E')
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e Stabilité par CL de f(E')
Soient  (a, b) € K2, (u', v') € [f(E")]?
Montrons au’ + bv' € f(E')
u' € f(E') donc il existe u € E' tel que ' = f(u)
De méme o' € f(E') = 3FwekFE, v =Ff)
Donc

avw +bv =a.f(u)+b.f(v) = f(au+bv) car f est linéaire

Or (u, v) € E?
= au-+bveE car E sev donc stable par CL
= flau+bw) e f(E)
Donc: aw' +bv' € f(E') CQFD
CQFD
b) f~Y(F') est un sev de £
e ffYUFYCE car f:E—F
e f(Og)=0F e Op€F car F'sevde F
Donc f(0g) € F! <+= 0Opge€ f~YF)
e Stabilité par CL de f~1(F’)
Soient (a, b) € R?, (u, v) € [f1(F"))?
Montrons que  a.u + b.v € f~H(F')
cest-a-dire  f(a.u +bw) € F’
flau+bw)=a.f(u)+b.f(v) car f est linéaire
Or uwe fYF') = f(uekl
et vef Y F) = f(v)eF
Donc  a.f(u) +b.f(v) € F' car F’ stable par CL
= flau+) e F’

= awu+bve f Y F) CQFD

2.2 Noyau et image

Définition 8 : Noyau d’une application

Soit f : E — F une application linéaire.
On appelle noyau de f D’ensemble
Kerf = /~1({0})
={u€ E/f(u) =0r}
Autrement dit
Vue E, u€cKerf < f(u)=0p

fin demo
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Définition 9 : Image d’une application
Soit f : E — F une application linéaire

On appelle image de f 1’ensemble
Imf = f(E)
={veF/JueckE, v=f(u)}
={f(u) /uecE}
ou encore YoeF, wvelmf <= JuekE, v= f(u)

Propriété 7 : Noyau et image

Soit f: E — F une application linéaire.
Alors Kerf estunsevdeFE

et Imf estunsevdelF

Découle de la section précédente

2.3 Exemples

’Exemple 1: f:R*—=R3 (2,9,2) — (0,2,9)

e Soit u = (7,y,2) € R?
ueKerf <= f(u)=0
— z=y=0
<~ u=(0,0,2) =2.(0,0,1) = z.e3

< (0,2,9)=(0,0,0)

Kerf = Vect(es)

o Imf = f(R®) = {f(u), u e R’}
={0,z,y), /(z,y,2) € R?}
= {z.ea +y.e3, [(z,y,2) € R3}
= Vect(eg,eg)

Exemple 2 :

Soit f:R® = R (2, y, 2) = 20—y — 2z, x+ 3y — 4z, 20 — 2z, —37 + 2y + 2)
Déterminer une base et la dimension de Kerf et de Im f

e Détermination de Ker f

Soit u € R®. w=(z, vy, 2).
ueKerf << fuy=0r <= f(z,y, 2)=(0,0, 0, 0)
2 -y —z =0
z +3y -4z =0
= 2z -2z =0
-3z +2y +z =0
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L1 — L3 ) +z = 0

— 2L2 — L3 6y —6z =0 — x —z =0
L3 2z -2z = y —z =0
2L4 4+ 3L3 4y —4z =

= u=(z,y 2)=(z 2 2)=2(1, 1, 1) = zug

= u € Vect(up)

Donc Kerf C Vect(ug) avec wug= (1, 1, 1)

De plus  f(uo) = f(1,1,1) = (0,0,0,0)

= wug€Kerf = Vect(up) C Kerf

Donc  Kerf = Vect(ug)
ug # 0, donc (ug) est libre.

Donc  (up) est une base de Kerf.

Kerf est donc de dimension 1

e Détermination de Im f

§

Imf = {f(u)/u = (a:,y,z,t)}

v € Imf

—  Ju=(z,y,2) tel que v = f(u)
— v=~2r—-y—z x+3y—4z, 2x —2z,-3x+2y+z)
= 2(2,1,2,-3) +9.(~1,3,0,2) + 2.(—1, 4, ~2,1)
=z.u +yY.v + 2w
< v € Vect(u, vy, wy)
Donc Imf = Vect(uy, v, wy)
avec  u; =(2,1,2,-3), v =(-1,3,0,2), w=(-1,-4,-2,1)

(u1, vy, wy) est-elle une base de Im f?
11 fzut voir si la famille (uq, vy, wy) est libre
Soit (z,y,z) € R3,
.y +yv +zaw =0
= f(z,y,2)=0
<~ (z,y,2) € Kerf

— rT=yYy==z

Par exemple (1,1,1) est solution.
Donc la famille (u1, vy, wy) est liée

On a en particulier

]..U1 + 1.1)1 + ]..U)1 =0
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= w;=-—u—u
= Imf = Vect(u1, v1, wy) = Vect(uy, v1)
8§ (u1, v1) libre?

Soit (z,y) € R?

tq xu+yv =0

<= rauy +yv;+zw =0et 2=0
— z=y=zetz=0
= z=y=0

Donc (uy, v1) est libre
8§ (u1, v1) base de Imf = dimImf =2

Remarque 1
Les calculs pour trouver une base de Imf sont assez laborieux. Heureusement,
nous allons avoir un certain nombre de propriétés qui vont nous simplifier la vie

Remarque 2 :
Ona f:R3>—=R*

et dimKerf+dimImf=dimE (=dimR3)
C’est une propriété qui restera tout le temps valable (théoréme du rang)
Propriété 8
Soit f : E — F une application linéaire

e f estinjective <=  Kerf ={0g}

e f est surjective <= Imf=F
Démonstration
a) f estinjective <= Kerf={0g}

= Supposons f injective.

{0g} C Kerf (C’est toujours vrai car f(0g) = 0p)
Montrons Kerf C {0E}

Soit u € Ker f

= flw)=0 Or [f(0g)=0rp

= fu)=f(0p)

= wu=0g car f est injective

Dou Kerf C {0g}

Conclusion :  Kerf = {0g}
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= Supposons Kerf = {0g}
Soit (u, v) € E? tel que

Or f est linéaire

= flu—v)=f(u) = f(v) =0F

fu) = f(v)

= wu—veKerf or Kerf={0g}
= u—-v=0 = wu=wv
Conclusion :  f est donc injective

b) f est surjective

Imf=F
f(E) = F
tout élément de F' appartient a f(FE)

<= Imf = F Immédiat car, par équivalences :-

tout élément de F est I'image d’un élément de F

tout élément de F' a un antécédent (au moins) dans E

frout

f est surjective

fin demo

3 Bijection et réciproque

3.1 Rappels

Définition 10 : bijection réciproque

Soit f : E — F une application bijective.

L’application réciproque de f est 'application f~':F — FE
qui a tout élément de I’ associe son antécédent par f dans F.

Cette application est bijective.

Propriété 9

Soit f : E — F une application bijective et f~! : F — E sa réciproque.
On a alors :

’Vm€E7 VyeF, y=f(r) &= z=f"1(y) ‘
Et de plus :

| fof'=Idp  [Tof=Idp |

"2026 PCSI C_ 19 app lineaire"



2025-26 PCSI

Ch 19 : Applications linéaires

Cours (A B C)

Démonstration

. VieE,VyeF, y=f(r) & o= [f"1(y)
Cela découle immédiatement de la définition.

° fofflzldp fﬁlof:IdE

Onaf:E—Fet f':F>E

Donc fof':F—F e flof:E—E
e Soit y € F, Posons = f"!(y)
On adonc y= f(x)

Dot (fof ")(y) = f(f'(y) = flz) =y =1dr(y)
Donc fof ' =Idg

e Soit x € F
On a donc

Dot (f~'of)(@)=f""(f(z)=f"'(y) =2 =1dp(x)
Donc f~lof=1Idg

posons y = f(z)
x = f~1(y) car f est bijective

fin demo

Propriété 10 : Propriété caractéristique de la réciproque
Soient f:FEF—F et g¢g:F — FE deux applications
Si ng:IdF ET gof:IdE
Alors  f et g sont bijectives et [ et g sont reciproques I'une de 'autre
( Cest-a-dire : f=g tetg=f"1)

Remarque
Il faut avoir les deux égalités :
fog:IdF et gOfZIdE.

Une seule ne suffit pas.

Exemple :

fN=>N n—n+1 g:N—>N,n|—>{O sin=0

n—1 sinon

Ona gof=Idy et pourtant ni f ni g ne sont bijectives.

Démonstration
Supposons fog=1Idg et go f =1dg

Montrons que f est bijective
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e Mq f injective

Soit (z,2') € E? tel que  f(x) = f(a')
S gU@) = @)

= (9o f)(z)= (g0 f)(a)

= Idp(z) = ldp(@)

= x=2a
f est bien injective
e Mq f est surjective
Soitye EOna y=Idr(y) = (fog)(y) = f(9(v))
= y=f(z) enposant z=g(y) € F
Donc f est bien surjective
e Conclusion : f est bijective
o f est bijective donc f admet une réciproque f~' : F — E qui est bijective
Orldp=fog
= floldp=f"lo(fog)

= [fl=(f"oflog=Idgog=yg
Donc g est également bijective et g = f~1
Donc on a également ¢~! = f

fin demo

Propriété 11 : Réciproque de la composée
Soit f: E — F et g: F — G deux applications bijectives.
Alors go f:E — G est bijective et (gof) '=flogl.

Démonstration
f et g sont bijectives donc: f':F = E et

h=f1log':G—-F
(gofloh=(gof)o(ftog )=go(fof ) og™!
=go(ldp)ogt=(goldr)og™?!

g ':G— F existent.

Posons

—gog!=Ide.
Et
ho(gof)=(f""og ) o(gof)=flo(gtog)of
=flo(dp)of=fTlo(ldpof)=f"of=1dp
Dou (gof)oh=Idg et ho(gof)=Idg.

Donc, d’aprés la propriété précédente,
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go f est bijective et (gof) l=h=flog!

fin demo

3.2 Isomorphismes

Définition 11 : Vocabulaire
e Isomorphisme c’est une application linéaire bijective

e Automorphisme c’est un endomorphisme bijectif.

automorphisme= endomorphisme bijectif = isomorphisme de F dans E

Propriété 12 : isomorphisme réciproque
Soit f:FE — F un isomorphisme.
Alors f~!:F — E, est aussi un isomorphisme.

Démonstration

Soient f:E — F un isomorphismeet f~!':F — E sa réciproque.
Alors: Vo e E,VyeF, y=f(z) <+ x=f1(y)

On sait déja que f~! est bijective

Montrons que f~! est linéaire

Soient (a, b) € R?, (y1, y2) € F2.

Montrons que :  f~1(a.y1 +b.y2) = a.f~H(y1) + b.f~(y2)

Ce qui équivaut & montrer que  a.y1 + b.ya = fla.f "1 (y1) + b.f "1 (y2)]
Calculons :

fla-f=Hy) +bf 7 o)l = a-fLFH )l + b-f 1 (w2)]

car f est linéaire

a.y1 + by
par définition de la réciproque
Donc

fHayr +bya) = a.f~ (y1) +0.f 7 (y2)
f~! est donc bien linéaire. Et de plus elle est bijective.
Donc f~! est bien un isomorphisme de F dans E.
fin demo

Propriété 13
Soient f: F — F et g: F'— FE deux applications linéaires telles que :
gof=Idg et fog=Idp.
Alors f et g sont bijectives et g = f~1.
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Découle des rappels.

Propriété 14 : Composée d’isomorphismes
Soient E, F, G trois espaces vectoriels.
Soient f:E—F e g¢g:F — G deux isomorphismes
Alors gof est un isomorphisme de E dans G.

et (gof)yt=flog!

Découle de la linéarité de la composée de deux a.l. et de la bijectivité de la
composée de deux bijections.

Définition 12 Groupe linéaire de E

Soit E un espace vectoriel.
L’ensemble des automorphismes de FF muni de la composition est noté
GL(E) et appelé le groupe linéaire de E

Définition 13 : Espaces vectoriels isomorphes

Soient E et F' deux espaces vectoriels.
F sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de F dans F

4 Cas de la dimension finie
Propriété 15

Soient E un e.v. de dimension finie de base B = (u1, ..., up)
et f:FE — F une application linéaire
Alors

Imf = Vect(f(B)) avec  f(B)=(f(u1), ..., f(un))

Exemple :

’f:]R3—>R3,(x,y,z) == (z+2y+2,3z—y+z,—To+Ty—2)

Soit (e1, e, e3) la base canonique de R?

Uy = f(el) = (1737 _7)’ Uz = f(eQ) = (27 -1, 7)5 uz = f(es) = (17 1,-1)

(u1, ug, us) engendre Im f

Il n’y a par contre aucune raison a priori pour que (u1,usg,us3) soit une base de
Imf, cad soit libre.

Démonstration

Soit f:Ea—'lfFetB:(ul7 ..., Up) une base de F

Montrons Imf = Vect(f(B)) par double inclusion

C  Soit v € Imf
= JuekFE, v=f(u)
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avec  (u1, ..., up) une base de E
= J(aq, ...
= v=f(u) = flarus + -+ anun) = a1 f(ua) + - + anf(un)
= v € Vect(f(B))

D Soit v € Vect(f(B))

, an) EK™ tel que v =ayf(u)+ -+ anf(un)

= v=f(u)avecu =aju; +---+ayu, car f estlinéaire

= wvelmf CQFD

, an) €K™ tel que uw=aju; + -+ apun

= 3(0,1,

fin demo
Propriété 16 : conséquence
dimImf < dim F
dimImf < dim F’
Démonstration
Avec les notations précédentes, n = dim F
Or  f(B) est une famille de n vecteurs qui engendre Im f
donc dimImf < dimF
D’autre part, Imf C F = dimlmf <dimF
fin demo

Propriété 17 : a.l. et base
Soit B une base de F et f: E — F linéaire

<= f(B) est libre
< f(B) est génératrice de F'
< f(B) est une base de F

e f est injective
e f est surjective

e f est bijective

Démonstration
Soit B = (617
e f est injective

, en) une base de E
<  f(B) est libre

= supposons f injective
Montrons que f(B) = (f(e1), ..., f(en)) est libre
Soit (a1, ..., an)tq ai.f(er)+ -+ an.f(en) =0p

= f(a1.61 4+ 4 an.en) = OF
= aj.e1+---+apn.e, €Kerf
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Or f injective = Kerf ={0g}
= ai.e1+---+ap.e, =0g
= (a1, ..., an)=(0, ...., 0) car (eq, ...
Donc f(B) est libre
= supposons f(B) libre
Montrons que  Kerf = {0g}
Soit u € Kerf

, ep) est libre.

(e1, ..., en) est une base de E
donc il existe (a1, ..., a,) ER"tq w=aj.e;+- - +an.e,
Or we Kerf

= f(u)=0p

= flar.e1+ - +ape,) =0p

= ai.fler)+-+an.flen) =0F

Or (f(e1), ..., f(en)) estlibre.

= (a1, ..., an)=(0, ..., 0)

= wu=aj.e1+ --+a,e, =0g

Dou Kerf C {0g}

Or O € Kerf

Donc Kerf ={0g}

e Mq f estsurjective <= f(B) est génératrice

On avuque Imf = Vect(f(B))
et que f surjective <= Imf=F
Donc
f surjective
<~ Imf=F
< F = Vect(f(B))
f(B) engendre F
e f est bijective <= f(B) base de F

se déduit des deux propriétés précédentes
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fin demo

Propriété 18 : conséquence

Soit F, F deux e.v. de dimension finie et

= dimF <dimF
= dimFE >dimF

= dimF =dimF

f+ E — F linéaire
e f est injective
e f est surjective

e f est bijective
Découle immeédiatement de ce qui précéde

Attention : les réciproques sont bien entendu FAUSSES !

Propriété 19 : « Le Tout ou Rien »
Soient E et F' deux e.v. de méme dimension finie
Soit f : E — F une application linéaire

Alors  f injective <= f surjective

<= f bijective

Démonstration
dimFE =dimF =n
Soit B une base de F
f(B) est une famille de n vecteurs dans F qui est un espace de dimension n.
Donc
f(B) libre

Et donc, d’apres le théoréme

<  f(B) génératrice <= f(B) libre

f injective =~ <= f surjective <= f bijective
fin demo
Propriété 20 : Cas particulier des endomorphismes
Soit F un e.v. de dimension finie
et f un endomorphisme de F
Alors f injective = f surjective = f bijec-
tive

Propriété 21 : Caractérisation des isomorphismes en dimen-
sion finie
Soient F, F' deux e.v. de méme dimension finie
et f:E—F g:F —FE deux applications linéaires

Si fog=Idp OU gof=Idg
Alors f et g sont des isomorphismes réciproques I'un de 'autre

Remarque : Dans le cas de dimensions quelconques, on rappelle que 'ont doit

15 mai 2026 16:24

9/ 22

avoir les DEUX relations pour conclure.
Ici, une seule des deux suffit.

Démonstration
Supposons go f =1Idg
Montrons que f est injective

Soient u, v € E? tels que  f(u) = f(v)
= g(f(u) =g(f(v))

= (gof)u) = (g0 )

gof=1dg

Donc f est injective

Or dim F = dim F' est finie

Donc f est également surjective et bijective

= u=uv car

Elle admet donc une réciproque f~!

Donc

Donc g est la réciproque de f et est donc également bijective

On procéderait de méme dans le cas ot fog=Idp
CQFD

fin demo

Propriété 22 : isomorphisme des coordonnées

Soit E un espace vectoriel de dimension n
Soit B = (6‘1,
Alors lapplication ¢ : K" — E, (x4, ...

, en) une base vecteurs de E
) sL’n) = x1e1 ++mnen

est un isomorphisme

De plus, son isomorphisme réciproque ¢! est P’application coordonnées

dans la base B : a tout vecteur u de E elle associe ses coordonnées dans
la base B .

Cela signifie simplement qu’a tout vecteur correspond un unique n-uplet de coor-
données et réciproquement.
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5 Modes de définition des applications linéaires

Propriété 23 : Image d’une base
Soit U = (u1,...up) une base d’une.v. F
Et f: E — F une application linéaire

Alors f est définie de fagon unique par

flur),... f(u,). Cad

Quelques soient  (vy...v,) n vecteurs de F,
plication linéaire f:FE — F telle que

flur) =v1, ... fun) = v,

il existe une unique ap-

Autre formulation
Une application linéaire est caractérisée de fagon unique par I'image des vecteurs
d’une base de E.

Démonstration
fin demo

e Unicité Soient f et g deux applications linéaires
Soit w € E
Montrons que

f(u) = g(u)

Il existe (a1, ..., ap) € R™ tel que :

= f(u) = flarer + - +aney)
=arf(er) + - +anflen)

= flu) =au+- +ayu,

U =aye; + -+ aneé,

De méme, g(u) = ajus + -+ + anuy,
Donc, VYu€ E, f(u) = g(u)
= f=g
e Existence
Pour tout uw € E de coordonnées (ay, ...
flw) =aius + -+ + apuy,

Vérifions que f est une application linéaire

, an) dans la base B, on pose

Soit u, v de coordonnées (z1,4,) et (y1, dotsy,) dans B
et (\,p) € K?
A+ p.v a pour coordonnées (A\.x1 + p.y1, , ATy + 1Yn)
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= fAu+pv)=> Az + pyr)ug

M=

E
Il

1
n

)\ka.uk + L. Zyk.uk

k=1 k=
AF(u) + . f (o)

f est linéaire

D’autre part on a trivialement Vk € [[1,n]], f(er) = ux CQFD

Propriété 24 : Restriction d’une a.l.

Soit F, un sev de F et f: E — F une a.l.
Alors la restriction de f & By @ fijg, : E1 — F définie par

Yu € Ey, fi(u) = f(u) est encore une application linéaire
Propriété 25 : Cas d’espaces supplémentaires

Soit £ = Fy ® Es unevet f: E— F une a.l.

f est définie de fagon unique par ses restrictions a E; et Ey
c’est-a-dire

fi: By — Fet fo:Ey—F,

il existe une unique a.l. f:FE — F telle que f; et f5 sont les restrictions
respectives de f & Fy et Fo

Pour toutes applications linéaires

6 Théoréme du rang

Définition 14 : Rang d’une application

On appelle rang d’une application linéaire f I’entier égal a :
dim(Imf) Onle note rg(f)

Propriété 26 : invariance du rang par isomorphisme

Soit ¢ : F — F un isomorphisme
Alors pour tout  f € L(F,GQ), rg(fop) =rg(f)
et pour tout g € L(G, E), rg(p o g) =1g(9)

Démonstration
e Soit feL(F,G) Mq rg(foep)=r1g(f)

rg(f o p) = dimIm(f op) = f(p(E)) = f(F) = Imf =rg(f)
e Soit g€ L(G,E) Mq 1g(pog)=rglg)

rg(p o g) = dimp(g(G))
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Or ¢ est injective, donc  dim¢(g(G)) = dim g(G) = rg(g)

fin demo

Propriété 27 : Lemme

Soit F un ev de dimension finie et f: F — F une application linéaire
Et F; un sev supplémentaire de Kerf dans F

Alors la restriction de f au sev E; établit une bijection de F; dans Imf.

Propriété 28 : Théoréme du rang
Soit f : E — F une application linéaire. et £ un ev de dimension finie
Alors le rang de f est fini et

’rg(f) + dim(Ker f) = dimE‘

Ou encore
| dim(Im f) + dim(Ker f) = dim E |

C’est une conséquence du théoréme suivant :

Démonstration
Kerf est un sev de
Donc il existe au moins un sev E; supplémentaire de Kerf dans F

Ona: FE=FE @®Kerf etdonc dimFE =dimF; + dimKerf
Notons g la restriction de f & E; au départ et & Imf & Parrivée
Cest-a-dire :  ¢: Fy — Imf, x — f(x).

Par définition, Vz € E, f(z) € Imf.
Donc Vz € Eq, g(z) = f(z) € Imf.

L’application g est donc bien définie. (Car toutes les images sont bien dans Ien-
semble d’arriveé)

Montrons que g établit une bijection de E; dans Imf.
e Soit v € Imf
Il existe u € F tel que
u€ FE=F ®Kerf
= il existe (u1, ug) tel que u = ug + us avec u; € Eq et ug € Kerf
= v=f(u)=f(u +u2) = f(ur) + fuz) car
=g(u1)+0 car ug € Kerf

fw)=v

festlinaire

v=g(u;) avec wuj € Ej.
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Donc g est surjective.

e Soit u € Kerg
= wu€kFEetglu)=0
= flu=0
= u € Kerf
= weKerfNnk
Or E=KerfdG@ = KerfnG={0}
= u=0
Donc Kerg = {0}
g est injective
e g: I — Imf est bijective
= dim F; = dimImf
De plus FE =Kerf & E;
= dim F =dimKerf + dim F4
= dimFE =dimKerf + dimImf.

fin demo

Propriété 29 : Conséquences
f injective

— Kerf ={0g}

<— dim(Kerf) =0

— dim(Imf) =dimE

ET
f surjective

<— Imf=F

— dim(Imf) =dim F

Application : cela permet de trouver simplement une base de Imf en calculant
d’abord le noyau

Exemple :
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FiR =R (n,y,2) = (x+2y+2, 3x—y+z, —To+Ty—2)
Déterminer une base Kerf puis de Im f

e Déterminons d’abord Kerf

Soit u = (z,y, z) € R?
u € Kerf
— f(u)=0

r +2y 4z =0
= 3. —y +z =0
—Tx +7y —z =0

L z 42y +z =0
— Ly — Ly 2z =3y =0
Ls+ In 6 +9y =0
9L, — Ly Ty 42z =0
— Ly 2r -3y =0
L3+ 3L, 0 —

— U = (%yu Y, 5Y) = %(3u 2, _7)
= wu € Vect(ug) avec up = (3, 2, =7)

Donc Kerf C Vect(ugp)

De plus  f(ug) = (3+4—7, 9—2—7, =21+ 14+ 7) = (0,0,0)

= wu€Kerf = Vect(ug) C Kerf

Donc  Vect(ug) = Kerfug #0 = (ug) base de Kerf
= dimKerf=1
e D’apreés le théoréme du rang
dimImf + dimKerf = dimR? = 3
= dimImf =2

RS =R (z,y,2) = (2 +2y+2, 3o —y+2, —To+Ty—2)
f(1,2,3) = (8,4,4) € Imf

Donc, pour avoir une base de Imf , il suffit d’avoir une famille libre de deux

vecteurs de Im f
Par exemple, prenons

up = f(er) = (1,3,—7) et ug = f(e2) = (2, —1,7) appartiennent a Imf
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u1 et us sont non colinéaires donc

(u1, ug) est une famille libre de 2 vecteurs dans Im f qui est de dimension
2

Donc (u1,us) est une base de Im f
Lemme
Soit feL(E,F) et FjsevdeFE
Alors  dim f(E;) < dim E

Démonstration : On considére f’ la restriction de f a E;
fin demo
Propriété 30 : Rang d’une composée
feLEF)etge LIF,G)
e rg(gof) < min(rg(f), rg(g))
e rg(gof) < min(dim E, dim F, dim G)

Démonstration
e Ona gof:E—G
Im(go f) C Img
= dimIm(go f) < dimImg
= rg(gof) <rgyg
e Mg Im(go f)=g(Imf)
w € Im(go f)
= JueE, w=(go f)(u)
= w=g(w)avecv = f(u) € Imf
= w € g(Imf)
Réciproquement w € g(Imf)
= Jvelmf, w=g)
velmf = FueE v=[f(u)
= w=(gof)(u), uekE
= welm(gof)
. Im(g o f) = g(Imf)
Donc, d’apreés le lemme
dim g(Imf) < dimImf
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= rglgof)<1gf

e rgf <min(dimE, dimF) et rgg < min(dimF, dimG)
rg(gof) < min(rg(f), rg(g))

rg(gof) < min(dim F,dim F, dim G)

avec

=

fin demo

7 Homothéties, projections et symétries

Définition 15 : Homothéties (vectorielles)

Soit A € K*. On appelle homothétie de rapport A 'application linéaire
hy:EF—FE, u— Au

Ona hy=MIldg

Les homothéties sont des automorphismes de F
Les matrices de homothéties sont égales a \.I,, dans toutes les bases de E/

L’idée est de généraliser la projection et la symétrie orthogonale au cas non or-
thogonal

Sur le dessin ci-dessus, le vecteur u se décompose comme une somme  u = v 4w
avecve FetweG
(On reconnait la décomposition dans une somme directe de sev : R? = F & G)

On va dire que v est le projeté deu sur F' parallélement & G

De méme, w est le projeté de u sur G parallélement a F

En notant p = pg I’application projection sur F' parallélement & GG, on aura alors
v=pu) et w=u—v=u—pu)

D’autre part, on va dire que s(u) est le symétrique de w par rapport & F et

parallélement & G

On aalors  s(u) =v—w

En additionnant avec u = v 4+ w, on obtient :

u+ s(u) = 2v = 2p(u)
Cela se généralise au cas non orthogonal :

On a

Et dans ce cas

u=v+w avec vEF e w=u—vedG

v est le projeté de u sur F parallélement & G
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Ce qui conduit a la définition suivante :

Définition 16 : projection
Soit F' et G deux sev supplémentaires dans F
Pour tout v € F, il existe un unique vecteur v € F tel que

velF e u—ved

v est appelé le projeté de u sur F parallélement & G

On note alors  p(u) =v oit p=p% est appelé la projection sur F'
parallélement & G

F et G sont aussi appelés les éléments propres de p

Retenir la caractérisation de la projection sur F parallélement & G
veF

plu) = {U—uEG

Bien siir cela marche aussi pour des dimensions supérieures. par exemple dans R? :

V(u, v) € E?, v

Définition 17 : projections associées

Si  p=p% estlaprojection sur F parallélement & G et
projection sur G parallélement & F

¢=p& la
Alors on dit que p et ¢ sont deux projections associées

A retenir
Pour déterminer le projeté d’un vecteur, (ou son symeétrique) il faut d’abord le
décomposer dans F + G, c’est-a-dire trouver (v,w) € F' x G tel que u = v+ w

Exemplel :

Dans R3 :  F = Vect(eq, e3) G = Vect(ez) Ona FoG=R3

Notons p = PFG la projection sur F' parallélement & G et ¢ = pg

et

e u=(x,y,2). Déterminer p(u) et q(u)

e Donner les matrices de p et ¢ dans la base canonique

e Soit u = (r,y,2) € R?
Il faut trouver une décomposition de u dans F'+ G
Ici c’est trés simple :

u=(z,y,2) =x.1 +y.ea + z.€3
A Tévidence, (xzey + ze3) € F et yea € G

donc
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U= (xel + Z@B) + Yyes = (iE,O,Z) + (073/,0)
—_—— N e — ~——

€F €G €r el
On a donc p(u) =p(x,y,2) =(x, 0, z2) et q(u)=(0, y, 0)
e Déterminons les matrices.
Posons M = Matc(p) et N = Mate(q)
Ona Y =MX avec X les coordonnées de u et Y les coordonnées de p(u)
dans la base canonique
Donc
x x
Ol=M|y
z z
100
= M=10 0 0
0 0 1
0 0 O
Deméme N=(0 1 0
0 0 0
Exemple 2 :
Mémes questions dans R? avec F = Vect(u;) et G = Vect(uz,us)
avec  wu; = (1,1,0), wue = (1,0,1) wus = (0,1,2) (On justifiera aussi que
FoG=R?

C’est un peu plus compliqué car il va falloir faire des calculs.
Posons
et

p=p% laprojection sur F parallélement a G

q= pg la projection sur G parallélement & F

u=(z,y,2) € R
(v,w) € Fx G tels que

e Soit

Il faut trouver u=v-+w

(et dans ce cas, on aura v = p(u) et w = q(u) )

v € F =Vect(u;) = v=aw

w € G = Vect(ug,u3) = w=buy+cuz avec (a,bc)€R3
Donc

u=v+w
<~

J(a,b,c) € R3, u = auy + bug + cusz
~N Y

cFr €G
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a +b =z
<= a +c =y
b +2¢ =z
Ly a +b =z
= Ly — Ly b +c =—-2x +y
L3 b +2c = z
Ly a +b =z
= Lo b +c =—-x +Hy
L3 — 2L2 3b =2z —2y +z
3Ly — L3 3a =z +2y —=z
<= 3Lo + L3 3¢ =—x +y +=z
Ls 3b =2x -2y +=z

L’unicité du triplet (a,b,c) prouve l'unicité du couple (v, w)
Donc F et G sont bien en somme directe et donc F & G = R3

1
= p(u) =V =a.u; = 7(1‘ + 2y — Z) . (1, 1, O) = (7z+23y7z, 714’23‘1!7’2, O)
3 N———

=a U1
T+2y—z T
Y=MX <+— 3 z+2y—z|=M|y
0 z
1 1 2 -1
= M:Matcs(p):§ 1 2 -1
0 0 O

q(u) =w=bug +cuz =u—v
1
Z(x,y,z)—g(m—&—Qy—zg $+2y—2, O)
1 1
e tat w2,y st 2), 2

1
:§(2x—2y—|—z, —r+y+z, 32)

Remarque : on a

qu)=w=u—v=u-—pu)
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= q(u) =Id(u) — p(u) Ce qui prouve u€Imp <= plu)=u <+ weF
— qu)=01d-p)(u) YueFE et Imp=F
— g¢g=Ild-u e SoitueG = u=_0 + uG = pu)=0
<=  Mat(q) = Mat(Id — er €

at(q) at( w) Réciproquement : Soit uw=v+w avec (v,w)€F XxG
— N=I-M

ueKerp = plu)=0 = v=0

Remarque : la connaissance de a suffisait pour trouver tous les résultats.
= wu=wavecwelG = uecdG

Propriété 31 : propriétés immédiates Donc  Kerp =G
Soient p la projection sur F' parallélement & G et g la projection associée. e Soit u=v+ w avec (v,w) € F x G
Alors

v = p(u) et w = g(u)

= plu) +q(u) =u

— (p+q)(u)=Id(u), Vue E
= p+g=Idg

e p est linéaire
euclmp <= pluy=u <= wuweF
e Imp=F

Kerp =G
 new e On a vu que Kerp = G et Imp = F
e ptq=Idp On a de méme Kerg = F et Imq = G Soit u € E,

® pogq=gqgop= 0 (application nulle de E)

p(u) €Imp avec Imp = F = Kergq
= p(u) € Kerg

Démonstration
e Soient uy,us € E?, a, b€ E? = alp(u) =0
Il existe (v1,w1) € FXG, (vo,wq) € FxG  tels que Uy = v1+wi, Uy = Vu€eE, (qo?)(u)zo
vy +wg et donc v = p(uy), va = pus) = qop=0
D’ou On a de méme poq:6

a.uy + b.ug = a.(v1 + wy) + b.(v2 + wa)
= (a.v1 + b.ve) + (a.wy + b.ws)
€F e
= pla.us +bug) = a.vy + by = ap(uy) + b.p(us) CQFD Propriété 32 : Caractéristique des projections

Soit p un endomorphisme d’un e.v. E
p est une projection ssi pop=p

fin demo

Cela prouve que p est une application linéaire de E dans E , c’est-a-dire un
endomorphisme de F

e Soit uc F Onaalors w= u + 0 = plu)=u Et dans ce cas, p est la projection sir Imp parallélement & Kerp

€r €6 p est linéaire

Donc p: E — FE projection <= {

e D’autre part, siuw € Imp, ona wu=p(v) avec vEFE pop=np
Et par définition plv) e F = welF Démonstration
e On a donc la chaine d’implications : = Soit p = p§ une projection.
veF = pu)=u = wuwelmp = wueF Onavuque: Yu€eFE, plu)=u < ueFlF
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Soit u € E

Ona p(u)elmp=F

= pp(u) = p(u)

= (pop)(u) =p(u), Vue E

fin demo

Définition 18 Symeétrie
Soit F' et G deux sev supplémentaires dans F
On appelle symétrie par rapport & F' parallélement & G 'application

s:E—FE
définie par

= pop=p
D’autre part, on a vu que F' = Imp et G = Kerp

Donc p est bien la prjection sur Imp parallélement & Kerp

Si uwu=v+w avec (v,w)€EF xG, alors s(u)=v—w

< Soit p une application linéaire telle que pop=7p
Soit F=Imp et G =ZKerp Exemplel :
On va montrer que F @G = E et que p est la projection sur F parallélement Dans R® :  F = Vect(er,e3) et G =Vect(es) Ona F®G=R?
ad Notons s = s%f la symétrie par rapport a F parallélement & G et de méme
e Analyse : Soit u € E s' =56

Supposons u=v-+w avec v € Impetw € Kerp Pour u = (z,y,2), déterminer s(u) et s'(u)
Déterminer les matrices respectives de s et s’ dans la base canonique de R?

ve€lmp = v €E, v=p(v)

weKerp = plw)=0 u = xe; + zes + yes

Donc v=uxe; +zes = (2,0,2) € F
p(w) = p(v) + p(w) = p(p(v1)) + 0 = (pop)(v1) = p(v1) w=ye2=(0,49.0)€C
car pop =p
S(U) =v—-w= (:177 *y,Z)

= =

p(u) = v Lo o
= v=p(u) et w=u—v=u-—p) mat(s)= [0 ~1 0
Cela prouve 'unicité de la décomposition 0 0 1

e Synthése : posons Notons s’ = sg la symétrie par rapport & G parallélement & F

On a

v =np(u) et w=u— p(u)

v+w=u trivial s'(u) =w—v=(-z,y,—2)
v=p(u) € Imp

p(w) = p(u —p(u)) = p(u) — p(p(u)) = p(u) —p(u) =0

Propriété 33 : propriétés des symétries

Soient F' et G deux sev supplémentaires de F et s = sg et p= pg

= w € Kerp e s=2p—1Idg

e On a donc trouvé  (v,w) € F x G tel que u =v +w e s est un automorphisme de E
S W) =v=plw) o sos=1dp
Donc p=p% ceuckF << su=u
Conclusion : p est bien la projection sur F = Imp parallélement & cucelG <  s(u)=-u

G =Kerp CQFD
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Démonstration Posons p = p% et ¢ = P,

e Pour u =v+w, (v,w) € F x G,
s(u)=v—w=2v—(v+w)=2v—u=2p(u) —Id(u) = (2p — Id)(u)
Donc s=2p—1Idg

e plinéaire = s linéaire

e Soitue Eet (v,w) € FXG, u=v+w
= s(u)=v—w=v+(—w)
= s(s(u)=v—(-w)=v+w=u
Donc sos=1Idg

e sos=1Idg donc s est bijective et s est sa propre réciproque (s~! = s)
s est un automorphisme de F

e Soit u=v+weF avec (v,w)e€FxXG

s(uy=u <= v—w=v+tw <<= w=0 < ueklF

suy=—u = v-—w=—-(v+w) <= v=0 < ued

eptq=Idg = p-ldg=-q¢ = 2p-Ildg=p—-q = s=p—q

fin demo
Propriété 34 : propriétés caractéristique des symétrie
Soit s un endomorphisme de F
s est une symétrie <= sos=Idg

Et dans ce cas, s est la symétrie par rapport a Ker(s —Idg) parallélement
a Ker(s +Idg)
Démonstration Il suffit de poser p = (s+1d)/2

On vérifie facilement que pop = p
symétrie associée

et donc p est une projection et s est la

fin demo

8 Matrices d’applications linéaires

Exemple

Prenons E un espace de dimension 2 et F' un espace de dimension 3.
U = (u1, ug) et V = (v1, va, v3) deux bases respectives de E et F'.
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Prenons une application linéaire f : E — F telle que :
f(u1) = 2v1 + vy + oy

f(UQ) = v1 + 3vg — 4ug

2
f(ul) = 2’01 + vo + 51}3 < f(ul) 1
VI b
1
f(UQ) = vy + 3vy — 4ug <~ f(UQ) 3
V| —4
flur)  flu2)
fY) 5 )
Mat(u, V)(f) = < ; > = 1 3 3
% ) —4 (v1,v2,v3)
2 1
Donc M=|1 3
5 —4

Soit k un vecteur de coordonnées (z, y) dans la base U .
Cherchons les coordonnées (z/, y', 2z’) de f(k) dans la base V.
F) = Flwn + o)
= z.f(u1) +y.f(u2)
= z.(2u1 + vy + 5v3) + y.(v1 + vy — 4vs)
= 2z + y).v1 + (z + 3y).ve + (5z — 4y).v3

Les coordonnées de f(k) dans V sont donc :

(@', ', 2') = (2x +vy, =+ 3y, 5z — 4y)

2 +y
Doun f(k)| =+ 3y
V| bz — 4y
Cela s’écrit encore
x’ 2r +y 2 1
y]=|z+3y|={1 3 (x)
2 S5z — 4y 5 —4) \Y

C’est-a-dire Yj(k) = M.Xf, ou plus simplement Y = MX avec

o Y = Yg(k) est la matrice colonne des coordonnées de f(u) dans la base V

o X = Xz’f, est la matrice colonne des coordonnées de v dans la base U
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M est appelée la la matrice de f dans les bases U et V. Propriété 35 : Image d’un vecteur par une matrice

Soient f: E'— F une application linéaire,

Deux formules i retenir : U= (ug,...up) et V= (v1, ..., vp) les bases de E et F
et M e Mg (K)
) Alors

M = Mat 1 (f)

<=  pour tout k € E de cordonnées X dans U,
f(k) a pour coordonnées Y = M X dans la base V

Mat(w V)(f) = < y > et Y=MX
1%

Démonstration

8.1 Théorémes et propriétés — Supposons M = Mat gy (f)

P

Alors  j € [[Lall, f(u)) = 3 mi o
=1

Définition 19 : Matrice d’une application
Soient F, F' deux ev de dimension respectives n et p,

f: E — F une application linéaire, U et V deux bases respectives de F Soit k € E de coordonnées (z1,...x,) dans U
et F. Par multiplication matricielle, on a Y = M X
Alors la matrice des coordonnées en colonnes des images des vecteurs de . n
U dans la base V est appelée la matrice de f dans les bases U, V. Done Vi € [[1,p]], yi = Z m; ;T
k=1
On lanote :  Mat, v)(f) Montrons que Y doonne les cordonnées de f(k) dans V :
Cette matrice appartient a M, ,,)(K) k € E de coordonnées (x1,...x,)

n
Cela s’écrit de fagon résumée ainsi : — 77
J:

fu), fluz),... f(un)

n
fU) U1 = f(k)=> x;f(u;) carf est linéaire
_ v —
M=duwh=( )y T ’ o
v‘ = Z (Z‘j Z miﬁjvi>
P j=1 i=1
n P
Définition 20 : cas d’'un endomorphisme = Z ijmi,jvi
Soit f un endormaphisme d’un e.v. E de base B j=11i=1
On note alors  Matg(f) = Matg, g(f) p n
= Z T 1M s
C’est-a-~dire que quand la base & larrivé est identique a la base de départ, on ne i=1j=1
répéte pas le nom de la base. p n
Coordonnées de 'image d’un vecteur = Z Z%‘mi,j Vi
Posons X la matrice colonne des coordonnées d’un vecteur k de E dans U. =oAL
Posons Y la matrice colonne des coordonnées du vecteur f(k) de F' dans V. - L
On a alors : Y=MX ou encore Yg(k) = M.XZE B ;yivi
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Donc f(k) a bien pour coordonnées (yi,...yx) dans V avec Y = M X

<  Réciproquement
Soit M une matrice tel que, pour tout k est coordonnées X dans U, f(k) a
pour coordonnées Y = M X dans V
Montrons que M est bien la matrice de f dans (U, V) ‘
Posons k=e; quia pour coordonnées () avec xj = ;. dans U
f(e;) a donc pour coordonnees (y;) avec Y = M X avec

§ m; Tk = § mlkak*mzj

Donc  f(e;) = Zyivi = me-vi
i=1 i=1
Donc M est bien la matrice de f dans les bases (U, V) CQFD

fin demo

Propriété 36 : propriétés immédiates
Soient E et F' des ev de bases U, V
et f,g:F — F des applications linéaires

e Mat(f) =Mat(g) <= f=g
e V(a,b) € K%, Mat(a.f + b.g) = a.Mat(f) + b.Mat(g)
Propriété 37 : Théoréme

Soient FE, F' deux espaces vectoriels de dimensions n et p.
et U, V des bases respectives de E et F.

Alors l’application
(ol E(E, F) — ./Vl(pm)(K)
f = Matq v (f)

est une application linéaire bijective (un isomorphisme)

A toute application linéaire on peut donc associer une matrice dans des bases
données.  Et réciproquement, & toute matrice on peut associer une application
linéaire dont c’est la matrice dans des bases données.

Propriété 38 : Conséquence
SidimE=n dmF=p
Alors  dim L(E, F) =dim M, ,)(R) =n.p
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Propriété 39 : Matrice d’une composée
Soient E, F, G des ev de bases U, V, W

et f:E—F,
Alors  Mat ) (gof)

g: F — G des applications linéaires
= Mat(y,y)(9)-Mat g v)(f)

Démonstration
f:E— Fetg:F — G sont des applications linéaires.

Soit XZ’j les coordonnées d’un vecteur k& dans U

On a donc :
Yf(k) = Maty, v)(f)X
et 2999 = Mat iy wy(g)Y{®
Et donc
Z9°D®) — (Mat gy, w(9)Matas, v (f)) XE

Ce qui prouve que :  Mat g, w)(gof) = Mat(y ) (g)-Mat g1 (f)

fin demo

Propriété 40 : a.l. canoniquement associée a une matrice
Soit M une matrice de M, ) (K)
et f:KP — K" Dapplication linéaire canoniquement associée & M
Alors M = Mat,, ¢,)(f)

ou C,, C, sont les bases canoniques respectives de K?, K"

Rappel : 'application canoniquement associée & M est
fu KPP —>K*" XY =MX

. 1 2 3
Exemple : soit M = <4 5 6>

On a 12 3\ (° [ T+2y+3z
45 6 g ~ \4z + 5y + 62
Donc I”application linéaire f canoniquement associée & M est définie par

fiR3 = R% (1,y,2)— f(x, y, 2) = (x + 2y + 32, 42 + 5y + 62)
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8.2 Bijectivité et inversibilité
Propriété 41 : Matrice de I’identité
Soit B une base d’un e.v E de dimension finie n

Alors  Matg(Idg) =1,

Démonstration Posons B = (e1, ...,¢ey)
IdE(ej) =€ Donc IdE(BJ) = Zdwei
i=1

D’Ofl MatB(IdE> = (5g)1§i7j§n = In
fin demo
Propriété 42 : Bijectivité et inversibilité
Soient F, F' deux e.v. de dimensions finies et de bases respectives B, C

Soient f:E — F et M =Matg, ¢)(f)
Alors M est inversible <= f est bijective.

Et dans ce cas M ! est la matrice de f~' dans les bases C,B

Clest-a-dire :  (Mat s, c)(f))_1 = Mat, g(f™)

Démonstration
On rappelle qu’une matrice M est inversible ssi il existe une matrice IV telle que
MN =1 et NM =1 (Bien noter que la définition exige les deux relations)

Remarquons qu’a ce stade, rien n’exige que les matrices M et N soient carrées.
(Cela sera une conséquence de cette propriété)

Ona Matpp(ldg)=1 et Matecy(ldr) =1
= Supposons M inversible.
Alors il existe une matrice N telleque M.N=1 et NM=1
Soit g:F — E Dapplication linéaire telle que N = Matc, p)(9)
Matc, ¢)(f o g) = Mats, ¢)(f)-Mat, p)(9) = M.N =1
= Matc, ¢y(Idr)
= fog=Idp
De méme,
Mat (s, g)(gof) = Matc, p)(9)-Mats, ¢)(f) = N.M =1
= Mats, 5)(Idg)
= gof=1I1dg
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gof=1Idg et fog=Idp
Donc f est bijective et g = f~!
Etona: M™'=N=Matc, p(g9) =Mate, g)(f™")

De plus, f est bijective donc dim EF = dim F' ce qui implique que M et N
sont des matrices carrées

= Supposons f bijective

Alorsil existe ¢g:F — FE telleque gof=1Idg et fog=Idp
Posons N = Mat, g)(9)
On a:
M.N = Matg, ¢)(f)-Matc, p)(9) = Matc, ¢)(f°9)
= Mat, c)Idr) =1

et
N.M = Mat, g)(9)-Mats, ¢)(f) = Mat, 5)(g° f)
= Mat(& B)(IdE) =17
M.N=N.M=1, Donc M estinversible CQFD

fin demo

Nous avons donc pour conséquence sur les matrices :

Propriété 43 : matrices inversibles
Soit M € My, p)(K) et N € M, ) (K) telles que
M.N=1,et NM =1,

Alors n=p
C’est-a-dire : les matrices inversibles sont des matrices carrées

Nous allons montrer maintenant que pour qu’une matrice carrée M soit inversible,
il suffit d’avoir MN = I OU NM = I (et non pas nécessairement les deux
égalités.)
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Propriété 44 : inversibilité des matrices carrées
Soit M, N deux matrices carrées d’ordre n

On a alors les équivalences suivantes :

MN =1, ( M inversible a droite)
<= NM =1, (M inversible & gauche)
<= M et N sont inversibles et inverses I'une de l'autre
— MN=NM=1

Démonstration

M et N sont des matrices carrées d’ordre n

Onp peut donc leur associer canoniquement les a.l.
M = Mat(c, c) (f) et N = Mat(Q C) (g)

On a alors fog=Idg» ou go f =Idgn

f, g : K" > K" telles que

Et comme on est en dimension finie et que les espaces de départ et d’arrivée
sont, égaux et donc a fortiori de méme dimension, cela implique que f et g sont
bijectives et donc M et N sont inversibles.

fin demo

Propriété 45 : automorphismes et inversibilité

Soient B une base de F, f un endomorphisme de F et M sa matrice dans
la base B. Alors

M est inversible <=
f e GL(E).

Et dans ce cas M ! est la matrice de f~! dans la base B :
M71 = Mat(g)(f’l)

f est un automorphisme de £ <=

Propriété 46 : non inversiblité

M non inversible

<= ilexiste X € M, 1)(K) tel que X #0 et

MX=0

Démonstration
Soient M une matrice carrée d’ordre n et f ’application linéaire canoniquement
associée & M, c’est-a-dire dont la matrice dans la base canonique de K" est M

On a alors :
M est non inversible
<= f est non bijective

<= f est non injective
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car f est un endomorphisme d’un e.v. de dimension finie : R™
<~ Kerf # {0}

< il existe u € Kerf tel que u # 0
flu)=0
M.X =0
X étant le vecteur des coordonnées de u dans C.

<~ Juz#0 tel que
<— dX #£0 tel que

fin demo

Définition 21 : groupes linéaires
L’ensemble des automorphismes de E est appelé le groupe linéaire de F.
On le note GL(E)

L’ensemble des matrices carrées inversibles d’ordre n est appelé le groupe
linéaire (d’ordre n). On le note GL,,(K)

Démonstration
Si on prend deux automorphismes f et g de E, alors, d’aprés ce qui précéde, go f
est aussi un automorphisme de E. = go f € GL(E)

Si on prend un automorphisme f de E, sa réciproque f~! est également un auto-
morphisme de E:  f~! € GL(E)
L’application Identité de F (Idg) est un automorphisme de E. Idp € GL(E).
Comme son nom semble I'indiquer (et il semble bien!) le groupe linéaire est un
groupe.
Dans le cas de GL(E), l’élément neutre est l'application identité Idg et le
symétrique de f est I'application réciproque f~1.

fin demo

8.3 Rang

Définition 22 : Rang d’une matrice

Soit M une matrice (n, p) constitué de p vecteurs colonnes Ci,...C).
Alors  rg(M) =rg(Cy,..., Cp) = dim Vect(C1,..., Cp)

Propriété 47 : Matrice et application linéaire

Soit f une application linéaire de E dans F' et M la matrice de f dans les
bases B et C de E et F

Alors  rg(f) =rg(M)
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Propriété 48 : Inversibilité
Soient M € M, (K)

Alors M est inversible <= rg(M)=n

Propriété 49 : Produit par une inversible
Soient P € GL,(K) Q€ GL,(K) M e M, ,(K)
Alors  rg(PM) =rg(MQ) =rg(M)

Propriété 50 : Transposée

|| Soit M une matrice. Alors rg(M7T) = 1g(M)
Propriété 51 : Inégalité
Soit M, N deux matrices respectivement [n, p] et [p, ¢]
Alors rg(MN) < min(rg(M), rg(N))

8.4 Matrices de passage et changement de base

Définition 23 : Matrice de vecteurs dans une base

Soient E un e.v. de base B = (e1, ...ep)
et U = (uq,...up) une famille de vecteurs. On note alors Mat(U)g

la matrice formée des coordonnées en colonnes des vecteurs de U dans B

De plus  Mat(U)p est inversible ssi U est une base de E

Exemple :

On note B = (e, €2, e3) une base d’un espace vectoriel F
Soient (u,v,w) trois vecteurs de E tels que

u=-e;+2e+3e3, v=e1+ey, W=e; —ey+e3

Ces vecteurs ont donc pour coordonnées dans la base B :

1 1 1
ug| 2 ;vg| 1 ;wg| —1
3 0 1

On obtient alors : Mat(U)p =

w N = g
(=
|
—_

Remarque : avec cette notation on a :
Mat(s, ¢)(f) = Mat(f(B)), et Psy=Mat(l)s
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u

Pg_y = Mat(U)s = ( , ) .

Ce qui donne

Soient deux bases B, B’ du méme e.v. E.
On peut écrire
PB%B’ = Mat(B’)B = Mat(IdE(B’))B = Mat(B/’B)(IdE)

ou encore

B 1dp(B)

Ps g = ( ; ) = Mat s 5)(Ildg)
B

D’apreés la formule Y = M X, on peut écrire, pour tout vecteur u € E :
Y= = Mat g g (1d ). X8

C’est-a-dire  Xp = Pg_,p . Xg

Remarque : On a remplacé Y par X car c’est le méme vecteur u dont on a les
coordonnées dans deux bases différentes.

Par conséquent on aura la merveilleuse formule de changement de base :
Propriété 52 : Formule de changement de base
Soient B et B’ deux bases d’un méme espace vectoriel F et u € E

X4 = P XL

On a alors :

ou plus simplement : Xg = Pg_p.Xp
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