2025-26 PCSI

Ch 20 : Compléménents d’intégration

Cours (A B C)

1 Fonctions en escaliers
Définition 1 : Subdivision (SAVOIR)

On appelle subdivision du segment [a, b] une suite finie

o= (ag, a1, ..., ap)
de réels telle que
ap=a, ap,=b et ag<a;<ay<---<apn_1<ay

Définition 2 : Fonction en escalier (SAVOIR)

o = (ag,...,an) telle que

Vi € [[0, n —1]], f est constante sur ]a;, a;+1[ Ou encore :
existe des réel Ao, ..., A\p_1 tels que

Vo €lag,ai11], flz) =N

On dit que o est une subdivision adaptée & f
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Propriété 1 : Stabilité par C;L
Soit f, g deux fonctions en escaliers sur[a, b] et (\, u) € R?

Alors A f+4+pg et fg

Propriété 2 : Conséquence :

sont aussi en escaliers sur [a, b]

e.v. des fonctions en escalier
L’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] est un sev de F([a,b], R)

ou F([a,b], R)

est 'ensemble des fonctions de [a, b] dans R

15 mai 2026 16:30

On appelle fonction en escalier tout fonction f admettant une subdivision

1l

Définition 3 : Intégrale d’une fonction en escalier (SAVOIR)

2 Sommes de Riemann

Idée : on divise le segment [a, b] en n intervalles réguliers.

h—
Chaque intervalle a donc pour longueur § = a4
n

—a —a;
Donc ay=a,a1=a+d=a+—, as=a1+d=a+2 1,

n n

h—

a+k a

Sur l'intervalle [ag, ag+1] on prend la valeur f(ay)

(ou f(ak+1) )

Le rectangle de base [ar, ap+1] a donc pour surface :
b—a
f(ak)

Il reste & additionner ces rectangles, ce qui donne la somme de Riemann

1/ 5

Soit ¢ = (ag, a1, ..., ap) une subdivision adaptée & une fonction en
escalier f telle que Vz €]a;, aip1], f(x) = A
n—1
On définit : Ig(f) = Z(ai_ﬂ - ai))\i
i=0
............................. 5 G
Aq [ N
JYY re
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a, a, a, a
e i
a,l-ao 33-32
858y
Ici,ona I(f)= (a1 —ao)ro+ (a2 —a1)\1 + (az — az)As

Qg

(ar+1 — ax)f(ar)

"2026 PCSI C_ 20 integration complements"



2025-26 PCSI Ch 20 : Compléménents d’intégration Cours (A B C)

Définition 4 : sommes de Riemann (SAVOIR) _ n - n n n By .
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b] . " kz::l " kz::l /n)* P f(k/n) avec f(z) =
On définit la somme de Riemann sur le segment [a, b] 1 1

1 1l T, =n° = Zf(k/n) =n®S, avec S, =— Zf(k/n)
Su= Y ) = Y o+ R e =
" n = n = n Or est continue donc intégrable sur [0, 1]

1 1
1
. _ . 4 _ L .
Propriété 3 : Limite de la somme de Riemann (SAVOIR) Done ngr-lr-loo Sn = /0 f(t)dt = /0 £ dt = 5 (Somme Riemann)

Soit f une fonction continue sur [a, b] = T —niS o quand 1 — +00
n — n

Alors lim Snf/ f()

n—-4oo

Propriété 4 : Somme de Riemann sur [0,1] (SAVOIR) 3 Fonctions a valeurs dans C

Soit f une fonction intégrable sur [0,1]. Alors Propriété 5 : Inégalité

18 [k !
. “ d
n§f<n>—> 1)

Soit ¢ : I — C une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]

b b
Alors / o(t) dt §/ lp(t)] dt
Exemple 1 :
1 Démonstration ,
Soit S, = Z ———— Déterminer la limite de (.S,,) si elle existe ) / i0
n " P d t t) dt =
— V2 +n2 osons d’une par ’ p(t) re
b — k b b .
=" = / p(t) dt| =71 et / o(t)e ¥ dt =r

Sp = Z = Posons  p(t)e ™ = () = f(t) +i.g(t) avec f(t), g(t) €R

— /(k/n)?n? 4+ n? .

_! Z 1 f(k/n) avec f(x)= /a w(t) dt =

(e VACTEO L o b b
Fa) = 1 = / f@)dt =7 et / g(t) dt =0

Vaz+1 a
f est continue donc ilntégrable su1; [0,1] = r _/ f(t)dt < / If(O)| dt avec (t) = f(t) +i.g(t)
1

D lim S, = t)dt = ———dt (S Ri i

onc lim /of” / vt (Somme Riemann) = |fO] < )] = le(t)e ] = [p(#)]
Exemple 2 : N /\f |dt</|g0 )| dt
Trouver un équivalent de T}, = Z k4 b

1 Donc t)dt| =r :/ f) dt < / lp(2)] dt
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fin demo
Propriété 6 : Inégalité des accroissement finis
Soit ¢ : I — C une fonction C' sur l'intervalle I
et M eRtel que Vte I, |¢'(t)| <M
Alors  V(z,y) € I%, |p(z) — o(y)| < Mz —y|
Attention : il n’y a pas d’égalité des accroissements finis dans C
Exemple : f(t) = e sur [0, 27]
fO)=f@2m) Or f(t)=i" = |f(t)=1
27 —
On ne peut donc pas trouver ¢ € [0, 271] tel que w = f'(c)
T —
4 my Taylor is rich
Propriété 7 : Formule de Taylor avec reste intégral
Soit f une fonction de classe C"*! sur un intervalle I.
Pour tout (a, b) € I?, on a :
b _ 2 b _ n
1) = @)+ -0 (@) + LS priay + + L= poo ey 1 R, 1)
n b k
= O 0w 4 r, )
k=0 ’
b
b—t)"
avec R, (b) :/ %f("ﬂ)(t) dt
Démonstration
fin demo

Par récurrence sur n

e Initialisation : pour n =0
S (b—a)t . b
> E @) + R = f(@) + [ 10 dt = 1) + 1O

k=0
= f(a) +[f(b) = fla)] = f(b)
Supposons la propriété vraie & un rang n

o Héréditeé :
b
b—t)"
R, / %f(""’l)(t) dt en posant
o n!

CQFD

Intégrons par parties

15 mai 2026 16:30

3/5

u(t) = f ()

v’(t) — (b ;ﬂt)n

— f ()
(b _ t)n+1
 (n+1)!
avec  (u,v)
(b _ t)n+1
(n+1)!

C! d’aprés les hypothéses

=3
3

[_ (b—t)"*t FOED @) at

b b
(n+ 1)! a_/a -
(b —a)"tt

(n+1) R
mrnr @ B
Remplagons dans ’hypothése de récurrence :
n (b _ a)k

Tf(k) (a) + Ry,

Fe)

(b—a)"t!
(n+1)!

FP(a) + £ (@) + Ro

3 =
+
—~

b—a)k
k!

F® (@) + R
k=0
La formule est donc vraie au rang n + 1.

e Conclusion : la formule est vraie pour tout n € N

Propriété 8 : Majoration du reste dans la formule de Taylor

Soit une fonction f de classe C™"*! sur un intervalle I, (a, b) € I?
et M,,1 € RT tel que Vtel, ’ fOD (@) | < Myiq
Alors
—~ (b—a)* b—al**!
b -3 Lo p )| < o™y
‘f( ) ; @) < T Mo
ou encore
~ (b—a)"
fO) = Y @) + Ra() avee  [Ra()] <
k=0
|b _ a|n+1
(n+ 1)
Démonstration
Notons plus simplement M1 = M

La fonction f est de classe C™*! sur un intervalle 1.

D’aprés la formule de Taylor-Lagrange précédente, on a :
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b n
[ e wa

i <“ﬂ—Ru—
k=

11 reste donc a majorer |R,, ()]

e Sia<b (bornes dans le bon sens)

, Donc
-t “lo—t)"
S @)at| < / ,f(”“)(t)‘ dt
n! o n!
b
b—t"
I =IO ¢
Pour ¢ € [a,b], b—t>0=|b—t|=b—1t
D’autre part , D) < M
b—t|"™ b—t)”
Donc #M(”“)(tﬂ < #M
n:

/ Lt |f(n+1)()| dtS/b(b;'t)nM dt (2) (cara<b)

avec , ,
_N\n _ _ \n+1
/ 0= 0"y [~0= 0 M
a n! n+1 nl],
b—a)"tt M
=0+ %7
n+1 nl
_ |b— aln—i—l
= WM (Car b—a 2 0) (3)
Donc, en rassemblant (1), (2), (3) :
b— n+1
IR,| < [b—a["™
(n+1)!
e Sia>b
b
b—t)"
IR,| = / !f(”“)(t)dt
@ n!
=" i
= /b S
o=t ey g
< —f (t)|dt (1) carb<a
b n!
Pour ¢t € [b,a], b—t<0 = |b—t|=t—-b
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D’autre part , |fD(t)| < M

Donc
“(t—=b)"
|Ry| < ——Mdt  (car b<a) (2)
b n:
avec . . "
[y g b
b n! n+1 nl],
B (a _ b)n-i-l %
n+1 nl
B |b _ a|n+1
mM (Car b—a S O)
Donc, en rassemblant (1) et (2) :
b— n+1
R < Pl
(n+1)!

e Dans tous les cas, I'inégalité est vérifiée

fin demo

Propriété 9 : continuité sur un segment

Soit f une fonction continue sur un segment [a, b]
Alors f est bornée sur ce segment
C’est-a-dire qu’il existe un réel M € RT tel que

vtefa,b], |f) <M

Propriété 10 : Formule de Taylor Young en «

Soit une fonction f de classe C"*! sur un intervalle I contenant a. Alors

(k)
Ve el, f(x Zf —a)f +o((z —a)")
Démonstration
Posons, pour tout z € I,
" R (q
R) = fa) - 3 L@ oy
k=0

Il faut démontrer que R(z) = o((z — a)™)

R
c’est-a-dire  lim ﬂ
z—a (1 — a)”

=0
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On se place sur un segment J contenant a

f est de classe C"t1, donc f("*1) existe et est continue.
D’aprés le résultat précédent, Tl existe M tel que Vo € J,  [f"tD(t)| < M
On peut donc appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange :

B n (.’E _ a)k *) ‘(E _ a‘n+1
|R(x)| = | f(z) - ];7]“ [ (a)] < mM
R(x) | — al . —al
= @—a) < (n+1)!M avec ;gr}l mM =0

R
Donc, par encadrement  lim (z) =0

z—a (r — a)”

(k) (g
= R(x)=f(z) - Z ! k( )(x —a)" =o((z — a)”) CQFD
k=0 )

fin demo

En posant x —a=h on obtient :

Propriété 11 : Formule de Taylor Young en a (2)

Soit une fonction f de classe C™*! sur un intervalle I contenant a. Alors

F*(a)
I

Via+h)el, fla+h)=>_ - h* +o(h™)
k=0
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