PCSI 2025-26

FE 21a (séries)

(21/05/26) Enoncé

Exercice 1 Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont
n ch (n) e’ +e "

n?+1 (b) un = ch (2n) (he = 2 )
1 1

S (d)un:e—<1+71l>n

Exercice 2 Déterminer la nature des STG suivants :
2

D ow=(") W s © we g

n+1 ncos®n (Inn)nn

les suivants : (a) u, =

(c) up =

Exercice 3 Soit (u,) une suite a termes positifs décroissante

1. Montrer que la série Z(—l)kuk converge si et seulement si  limwu, =0
k>0
(On pourra étudier les suites (S2,,) et (Son+1) )
2. Montrer que dans ce cas, Rn, =3 ;2. ux est du signe de (—1)"*+!

et que ‘Rn| < Upt1

Exercice 4

kak_l converge ssi |z]| < 1
k>1

a) M.q. la série géométrique deérivée

n
b) On pose S, = Zlmk_l
k=1
Calculer (1 — z)S,, en fonction des sommes gémétriques

+o0
¢) En déduire Z kak—1
k=1

Exercice 5

1
1. Dét 1 1 t de la séri —
éterminer la nature de la série Zn21 Uy, AVEC Uy, Y P Yo
1 a b c
2. Dét i b, c tel T
éterminer a, b, ¢ tels que CESICES) n+n+1+n+2

3. En déduire la somme de la série Y uy,

Exercice 6

+o0 1 400 n+1 +o0o TL2 _9
Sachant Z = e, calculer Z o et Z o
n=0 n=0 n=0
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Exercice 7
(Regle de Raabe-Duhamel) Soient (uy,)nen et (vp)nen deux suites de réels
strictement positifs.

. . u v
a) On suppose qu’a partir d’un certain rang ntl o Tl
Up, Un
Montrer que u, = O(vy).
n—-—+

U Q 1

b) On suppose que LA +o0 () avec a > 1
Up N—>+00 n n

Montrer, a ’aide d’'une comparaison avec une série de Riemann, que la
série Yu, converge.

L u o 1
¢) On suppose cette fois-ci que - 1-Z40 <> avec a < 1.
Up N—100 n

Montrer que la série Yu,, diverge

Exercice 8
A T'aide d’'une comparaison avec une intégrale, donner la nature de la série

1
Z nlnn

n>2

Exercice 9
Soit a €]0, 1[. Déterminer la nature de la série Z aV™
n>0

Exercice 10
En exploitant une comparaison avec des intégrales, établir :

(a) Z Vi ~ gn\/ﬁ (b) In(n!) ~nlnn
k=1

Exercice 11

+oo
1
Soit a > 1. Donner un équivalent simple & Ry = Z —.
n=N-+1

Exercice 12

Soit (uy,) la suite définie par ug €]0; 7] et pour tout n € N, u,11 = 1—cos uy,.
Montrer que u, — 0 et déterminer la nature de la série de terme général
Up.
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Exercice 13
Soit f(x) = e*. Ecrire I'inégalité de Taylor Lagrange a I'ordre de n en 0
En déduire la somme de la série exponentielle
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