2025-26 PCSI

Ch 24 : Variables aléatoires

+Dem Cours ( A )

1 Définitions

1.1 Exemples

Exemple 1
Dans une urne contenant

e 3 boules numérotées 1
e 4 boules numérotées 2

e 5 boules numérotées 3

on tire simultanément deux boules au hasard sans remise et on note X la somme
des numéros obtenus.

X est une variable aléatoire & valeurs entiéres. C’est une variable aléatoire entiére
finie.

w un résultat de 'expérience

12
Ici paire de boules = combinaison de deux boules parmi 12 || = < 5 ) =6x11=
66

w +— X (w) =somme des numéros
X:Q—R

Domaine des valeurs de X ou bien le support de X : X (Q) = [[2,3,4,5,6]]

Connaitre la loi de X c’est connaitre

P(X=2)=? P(X=3)= PX=4=
P(X =2) = P({1,1}) = (;) Card(@) =
P(X=3)= P12y =220 =2
4
Sxot <2) 21

P(X =4) = P{1,3) + P({2,2) = — 2 = =

4x5 20
P(X =5)= P({2,3) = "o = =

(5) 1w
P(X =6) = P((3,3)) =~ =
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k 2 3 4 5 6 | total

Py(k) = P(X = k) S [12]21 1207101 66

XNE = - 66 | 66 | 66 | 66 | 66 | 66
Exemple 2

On tire au hasard un nombre X dans [0 ; 1] grace au générateur aléatoire de la
calculatrice.
X est une variable aléatoire continue.

Exemple 3
On lance n fois une piéce et X est la proportion de « Face » obtenus. L’ensemble
1 2

-1
{0;;;...;n ;1}
n’' n n

X est une variable aléatoire discréte finie mais & valeurs non entiéres.

des valeurs de X est

Exemple 4

On lance une piéce successivement. 7" est le rang du lancer donnant « Face » pour
la premiére fois si Face apparait une fois. Sinon 7" = 0. L’ensemble des valeurs
possible est [[0; o0 [[=N

On a une variable aléatoire discréte entiére infinie

(En fait P(T = 0) = 0 donc on garde souvent simplement [[1, +o0][

Exemple 5

On lance trois fois de suite un dé équilibré.

) est ’ensemble des histoires possibles.

Doncici Q={(1,1,1),(1,1,2),....,(6,6,6)}
C’est 'ensemble des triplets de nombres de [[1;6]]

Posons X le plus grand nombre obtenu au cours de ces trois lancers.
Donc & toute histoire de €2, va correspondre une valeur de X
Pour (1,2,3) X=3
pour (2,4,2) X =4
X est donc une application de 2 dans
Il ne faut donc pas confondre Q et X (£2)

X () = [[1; 6]

1.2 Définitions

Définition 1 : Variable aléatoire
Une variable aléatoire X est une application de 2 dans R
L’ensemble des valeurs que peut prendre X est noté X (Q)
On l'appelle domaine des valeurs de X ou encore support de X

"2026_PCSI C_24 VA"



2025-26 PCSI

Ch 24 : Variables aléatoires

+Dem Cours ( A )

Définition 2 : Types de v.a.

X est une variable discréte finie si X (£2) est fini
X est une variable discréte infinie si X(Q) = {x1,29,...2p,...}
X est une variable aléatoire entiére si X (2) C Z

Définition 3 : donner la loi
Donner la loi Px d’une variable aléatoire discréte, c¢’est donner

e X(O)
e La valeur de Px (k) = P(X

= k) pour tout k € X(Q)

Remarque : (X =k) ={w e QX (w) =k} = X 1({k})

D'oi Py (k) = P(X"'({k}))

Définition 4 : vérifier la loi
Vérifier qu’on a la loi d’une v.a., c’est montrer

o Vk € X(9), PX(k) 0

C Y Pl

kEX(Q)

Exemple 1

On donne X( ) =[[0; }]
Pour k € [[1;10]], (X
Déterminer P( =0)

10
1=) P(X =
k=0
10
=0)+ > P(X =
k=1

10
=P(X =0)+) k/100

k=1

110x11 95
+ — = =

10 2 100

45

Exemple 2
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On donne X () = [[0;n]]
Pour k € [[0;n]], P(X =k) =a.(k+1)

Déterminer a en fonction de n

n n n+1
1 2
=Y P =K =a Ykt =a Y K=ot 0TD
k=0 k=0 k'=1
2
= a =

T+ D(n+2)

Propriété 1 : Loi de Y = f(X)
Soit X une v.a. réelle et
Y = f(X)
Alors  Y(Q) = f(X(Q))

f:R — R une fonction.

On pose

et pour tout y € Y(Q) Py (y) = Px(f ' ({y}))
Remarque : Py (y) = Z Px(x)
z€X(Q)
f(@)=y
Exemple :
k -2 -1] 0 1 2 || total
12 12T [ 2 1
A A R
66 | 66 | 66 | 66 | 66 66
et Y =|X]|
Y(©2) ={0,1,2}
Py(0) = P(Y = 0) = P(|X| = 0) = P(X = 0) = 21/66
Py(1)=PY =1)=P(X|=1)=PX=-10uX=1) =12/66 4+ 20/66 =
32/66
Py(2) = P(Y =2) = P(IX| =2) = P(X = -2 Ou X = 2) = 3/66 + 10/66 =
13/66
k 0 1 2 || total

21 132 [ 13 66
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2 Espérance

Définition 5

Soit une variable aléatoire X finie telle que X () ={z1,20,..

Zka
z rP(X =) =

: espérance
S Tn}

On appelle espérance de X FE(X = zy)

Z a',‘Px(.’E)

zEX(Q)

On écrit aussi

Exemple : calculer ’esperance de X et Y de l'exemple précédent

Propriété 2 : Théoréme du transfert

Soit X une variable aléatoire finie et f : R — R une fonction

Alors Z f(z).P(X =2x)

TEX(Q)

Exemple

k —2
312
66 | 66
-1,0,1,2}

total

66
66

21
66

20
66

10
66

X(@) ={-2,

Z=0)=P(X =0) = 21/66
Z=1)=P(X =1)+ P(X = —1) = 32/66
Z=4)=P(X =2)+ P(X = —2) = 13/66

k 0 1 4
21 32 13
66

66
Z k.P(Z=k)

keZ(Q)

=0.P(Z =0) + Z=1)+4.P(Z=4)

= o.P(X2 =0) + 1. P(X2 =1)+4.P(X?=4)
=0.P(X=0)+1L[P(X =1)+ P(X = —1)]

+4.[P(X

total
@
66

P(Z =k)

—9)+ P(X =

11 juin 2026 18:53
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=1)+LP(X = -1)

+4.P(X =2)+4.P(X = -2)

=02P(X=0)+1LP(X =1)+ (-1)2P(X = —1)
+22.P(X =2)+ (-2)%2.P(X = -2)
E(Z) = BE(X?) = E(f(X)]
= f(0).P(X =0)+ f(1).P(X =1) + f(-1).P(X = —1)
+ f(2).P(X =2)+ f(-2)P(X = -2)
avec f(x) = x?
Dans un cas concret
k —2|-1] 0 1 2 | total
312 12T 20 10| 66
P(X =k — — — | =
( ) 66 | 66 | 66 | 66 | 66 | 66
roron | [ Z [T [@
66 | 66 | 66 | 66 | 66 | 66
84
2 2 _ gy 5%
(X% = >k P(X =Fk) =
kEX(Q)
Exemple
Soit la variable aléatoire X dont la loi est donnée par :
X(Q) =][[1;10]] et P(X =k) =k/55
Calculer E(X); B(X?); (1/X)
10
=) kP(X = k2 /55 = K
2 kP Z 5= 5 Z
_ in(n +1)(2n+1)
55 6
1 10.11. 21
T 511 6
10 10 10
X2) =) kK.P(X k3 /55 = k®
) ; Z /55 = = Z
B inz(n—k 1)%)
55 4
1 10%.112 1_,
== -5".11=
T 511 4 55 5
10 10 10 10
E(1/X)= 1/k.P(X =k)= 1/k).(k/55) = 1/55 = = —
(/);/( );(/)(/);/ BE = I
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Propriété 3 : Linéarité de I’espérance
E(@X +b)=aE(X)+b
E(X+Y)=EX)+EY)
E(a.X+0bY)=aEX)+bE(Y)

Exemple : En reprenant la variable précédente, calculer F(X?2 + 2X)

Définition 6 : V.A.positive

| On dit qu’en vataible aléatoire est positive ssi  Vw € Q, X(w)
Propriété 4 : Positivité
e Si X est une variable aléatoire positive, alors E(X) >0
e Si(X>0et E(X)=0) alorsX=0
3 Variance
Définition 7 : Variance
On appelle variance de X :
V(X) = E[(X - E(X))?] = E[(X —m)’]
= Z (x —m)2.P(X =) avec m = E(X)
TeX(Q)
On appelle écart-type de X le nombre o(X) = +/V(X)
Exemple :
x -2 | -1 0 1 2 | total

3 12 72T 720 10| 66
66 66 | 66 | 66 | 66 | 66
—6 | 1217 0 [20] 20| 22
66 66 | 66 | 66 | 66 | 66

m = E(X) =22/66=1/3
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z -2 -1 0 1 2 total
PO 1) LIRS A | S I R (R B
66 66 66 66 66 66
(x —m) —7/3 —4/3 -1/3 2/3 5/3
(x —m)? 49/9 16/9 1/9 4/3 25/9
(x —m)2P(X =) | 147/594 | 192/594 | 21/594 | 80/594 | 250/594 | 690/594
84 1
V(X) = B() - [BEOP = o= — (5
_84x9 66  840—-84-66 840—150 690
S 66x9 66x9  66x9  66x9  66x9
Propriété 5 : Formule de Koenig Huygens

| V(X) = BE(X?) - (B(X))?
Exemple
Soit la variable aléatoire X dont la loi est donnée par :

X(Q) =][[1;10]] et P(X =k) =k/55
Calculer V(X)
EX)=7 E(X?%) =55
V(X)=E(X?)-E(X)?=55-7>=6
o(X)=/V(X)=+v6=2,4
Démonstration

fin demo

ViX)= Y # 72mk+m ).P(X =k)
keX(Q)
= Y K ~- ) 2mk.P(X + > m’.P(X =k)
kEX(Q) kEEX () keX(Q)
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=E(X?)—2m Y kPX=k+m’ > PX=k)
keX(Q) kEX(Q)
=E(X)=m
= B(X?) —2m.m +m?>.1
= B(X?) —m?
= B(X?) - E(X)?

Propriété 6
e V(X)>0

e V(X) =0 < X est une variable certaine (c’est-a-dire :
réduit & une seule valeur)

e V(X+b)=V(X) V(aX)=da*V(X)
o(X+b)=0(X) o(aX)=]alo(X)

X(Q) est

V(aX +b) = a®V(X)
o(aX +b) = |a|o(X)

4 Formule des probabilités totales

Rappel : Si (44,...4,) SCE

n

P(B) =Y P(BNAy) =Y _ P(Ay).Pa,(B)

k=1 k=1

X(Q) = [[2,3,4,5, 6]

Exemple :

Un SCE adapté a X est : {(X =2),(X =3),(X =4),(X =5),(X =6)}
PB)=PBN(X=2)+PBN(X=3)+---+P(BN(X =6))
= P(X =2)Px—2(B)+P(X =3)Px—3(B)+---+P(X =6)Px—¢(B)

Propriété 7 : Variable finie
Soient X une variable aléatoire finie et A un événement
Alors {(X =2), z € X(2)} est un SCE
P(A)= > PANKX=2))= Y PX=0)Px=n(4)

z€X(Q) z€X(Q)

et
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Propriété 8 : Variable entiére finie

Soit X une variable aléatoire entiére finie telle que X (Q) C [[0, n]]
Soit A un événement

Alors { (X =k)o<k<n} est un SCE

et P(A) =Y PAN(X =k) =Y P(X =kPx_1(A)
k=0 k=0

Exemple

On dispose de 6 urnes U ......Us. L'urne Ug(1 < k < 6) contient k& + 1 boules
blanches et 7 — k boules noires.
On dispose d'un dé truqué donnant un résultat noté X € [[1,6]] tel que :
VEk € [[1;6]], P(X = k) = a.k avec a € R
On tire le dé, et si X = k, on tire une boule dans 'urne k.

1) ’ Déterminer a

1
a=—

21

1=> P(X

k=1

k):aZkz:an =

6

2) ’calculer P(B), B étant I’événement « on obtient une boule blanche »

SCE:{(XZI), cey (X:6)}:{(X=k‘),1§k§6}=(X:k‘)lgk§6
P(B)=Y _P(...,)
P(B)=>» P(B...,)
P(B)=Y P(B N
SCE

P(B)=> PBN(X =k))

6
P(B)=> P(BN(X =k))
k=1

Si on est dans l'urne U proba d’avoir une blanche ?
Ui : k+ 1 blanche s et 7 — k noires => total=8

k+1
% — P(B) HORREUR
E+1 .
g = Pix—r)(B) = Py, (B) proba conditionnelle
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6
> P(X = k)Px—p)(B)
k=1

k+1

5 Lois usuelles

5.1 Loi uniforme discréte
Définition 8
X suit une loi uniforme sur [[1;7n]] si et seulement si
o X(Q) = [[1;n]]
e P(X=Fk)=1/n pourk € [[1,n]]
Propriété 9

| EX)=(m+1)/2  V(X)=(n?-1)/12

5.2 Lol de Bernoulli

Définition 9 : Expérience de Bernoulli

Une expérience de Bernoulli de parameétre p a deux résultats possibles :
Succés (avec proba p)
ou Echec (avec proba 1 — p)

Définition 10 : Variable de Bernoulli
Une variable de Bernoulli X vaut 1 si on a un succés, et 0 si on a un échec.
Cette variable suit une loi de Bernoulli de paramétre p ssi :

o X(Q)=1{0;1}
o« P(X=1)=p P(X=0)=1-p

Propriété 10
| BE(X)=p V(X)=p(l-p)

5.3 Loi Binomiale

Soit une suite de n expériences de Bernoulli indépendantes et de
méme parameétre p. Soit S le nombre de succés obtenus pendant ces n ex-
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périences.

Exemple dansle cas n =6

e (X =0) aucun succés
P(X=0)=P(E1NE;NE3sNEyN E;N Eg)
= P(E1) x P(E3) x -+ x P(Eg)
=(1-p)P°

e P(X=6)7 P(X=6)=P(S1NS2NS35N54NS5NS)
= P(S1) x P(S2) x --- x P(S)
6
=p

e P(X=2)
2 succes et 4 échecs
Par exemple :
S1S8oE3E 4 E5FEg
E152E3E4S5E6
etc.
chaque histoire est caractérisée par I’emplacement des 2 succes :

S18:E3E EsEg < {1,2} = {2,1}
E152E3E4S5E6 s {2, 5}
Il suffit de choisir une combinaison de 2 parmi 6 <g)
p(5152E3E4E5E6) = p2(1 —p)4
6
px =2 = () -
* p(X =3)
6
px =)= (3 - oy

-~

e Généralisation : n quelconque (n nombre d’expériences

X =k <=  ksucceset (n—k) échecs

p(X =k) = (Z)pk'(l —p)"_k pour 0 <k <n

Vérifcation : zn:P(X =k) = i
k=

<Z)pk(1 —p)" % Binome de Newton
k=0 =0
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=@+(0-p)r=1"=1

Définition 11 : loi binomiale
X suit la loi binomiale de paramétre (n,p) avec n € N* et 0 < p < 1 si et
seulement si :

o X(Q) = [[0;n]

e Pour0<k<n, P(X=k)= <n>pk(1 —p)F

Propriété 11 : nombre de succés

Le nombre de succés dans une suite de n expériences de Bernoulli
indépendantes et de méme paramétre p suit la loi binomiale de paramétres

(n,p)

Soit (Xj)i<k<n une suite de n variables de Bernoulli indépendantes et de
méme parameétre p

Alors S = X; + -+ + X,, est le nombre de succés obtenus et donc suit la loi
binomiale de paramétres (n, p)

S =3 — ‘3 aprmi les X; sont élgales & 1 et les autres a 0 — 3

succeés exactement

S donne bien ;e bnombre de succés
S suit une loi binomaile

Propriété 12 : somme de va de Bernoulli

La somme de n variables de Bernoulli indépendantes et de méme parametre
p suit la loi binomiale de paramétres (n,p)

Propriété 13
| B(X) =np V(X) =mnp(1 - p)

S=Xi+-+ X,
B(S) = B(X1) + -

V(S) =V(X1) +--

+E(Xp,)=p+---+p=np
+V(Xn) =p(1=p)+---+p(1 —p) =np(l - p)
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6 Calculs

6.1 Loi uniforme discréte sur [[1,n]]

n—+1 n2—1
BE(X)=— V(X) =0
E(X)=> kP(X =k) :Zk% _% n(n2+1) B n—QH
k=1 k=1
E(X?) :Zkzp(xzk) — %ZkQ—% n(n+1)6(2n+1) _ (n+1)((32n+1)
k=1 k=1
D’out
V(X)=E(X?) - E2(X) = (n+1)((32n—|—1) B (n_i_11)2
2+ D)@2n+ 1) —3(n+1)2  (n+1)[2@n+1)—3(n+1)]
; 12 = T
~(n+1Dn-1) n*-1
- 12 12

6.2 Loi binomiale

Pour k € [[0; n]],

n

P(X = 1) = (k)pm _pnt
V(X) =np(1 —p)

Espérance et variance s’obtiennent sans aucun probléme comme espérance et
variance de la somme de n variables indépendantes et de méme paramétre.

X suit la loi binomiale B(n, p).

On peut donc considérer X comme la somme de n variables de Bernoulli
X1,...,X, indépendantes et de méme paramétre p: X = X7 +---+ X,

EX)=EX1)+ - +EX,)=nxp
V(X)=V(Xi+ -+ X5)

= V(X)) + -+ VI(Xn)
n x p(1—p)
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Cela dit, on peut le retrouver par le calcul (ce qui est idiot en soi d’aprés ce qui
précéde, mais ce type de calculs est & savoir faire et refaire jusqu’a plus soif)

On a besoin de la propriété trés utile (& connaitre!) :

() -£(-)

pour 1 <k<n

Démonstration :
n\ n! _n (n—1)! _n(n-1
k) K(n—k)! k(k-1)[n-Fk—((Fk-1) k\k-1
Espérance
n n n
E = . = = . k — n—k . =
(X)=) kP(X=k)=>k (k> (1-p)" " +0.P(X =0)
k=0 k=1
_yRn (ot PPl —p) = nzn: ") )
— k\k—1 = \k—-1
/n-1
=n < , )pj“(l—p)"_l_j avec j=k—1
=0~ J
n n ‘ ] n—1 n—1 ‘ )
Rappel : Z < _>a3b"] =(a+bd)" = Z < ) >a3.b”13 =(a+b)"!
i=o M 7=0 J
D’ou
n—1 n—
E(X)=npY. ( | >pf<1 P
=0~ J
=npp+ (1 —p)|" ! binéme de Newton
=np On né teureu
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Variance :
EX(X-1)= Z k(k—1)P(X = k) Théoréme du transfert
k=0
= k(k — 1)<Z>pk(1 —p)" % termes 0 et 1 nuls
k=2
n nin—1 n n—1(n-2
n—2
—nn-n(}73) wow
D’ou
" (n—2 _
BX(X - 1) =nln =13 (3 3)ot -
k=2
n—2 n—29
=n(n—1) ( )pj+2(1—p)”_(j+2) avec j =k — 2
j=0 J
n—2 n 2
=n(n—1)p*) ( , )pj(l )=
— J
7=0
=nn-1)p* p+ (1 —p)"2 Binome de Newton
=n(n—1)p?
Donc
Or E(X(X —1))=B(X?-X)=E(X?) - E(X)

= EBEX?)=EBXX-1)+EX)=n(n—1)p*+np
V(X)=E(X?) - E(X)?
=n(n—1)p? + np — n?p?
2

2 pp? 4 np — n2p?

=n p
= np — np?
=np(1—p) Omneztrézeureu.
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