2025-26 PCSI DS 09 (4h) v2

Exercice 1

Soient E un espace vectoriel et f € L(E).
Montrer I'équivalence :  Ker(f) = Ker(f?) <= Im(f) N Ker(f) = {0}

= Supposons Ker(f) = Ker(f?)
Montrons  Im(f) N Ker(f) = {0}
e Im(f) et Ker(f) sont des ev de E donc 0 € Im(f) et 0 € Ker(f)
= {0} C Im(f) NKer(f)
e Mq Im(f)nKer(f)c {0}
Soit w €  Im(f)NKer(f)
velmf = JvekFEtelqueu= f(v)
Or weKerf = fuy=0 = f(f(v)=0
<~  (fof)(v)=0 <+= wve€Kerf?
Or Kerf? = Kerf
= wveKerf
= flv)=0
Or f(v)=u
= u=0
Donc Im(f)NKer(f) C {0}
e Conclusion : on a bien Im(f)NKer(f) = {0}

< Supposons Im(f)NKer(f)={0}
Monotrons que  Ker(f) = Ker(f?)
e Soit u € Kerf
Ona f(u)=0
=  f(f(u) = f(0) =0 car f est linéaire
= u € Kerf?
Donc  Kerf C Kerf?
e Soit u € Kerf?
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=0 en posant v = f(u)
= wveKerf
Deplusv= f(u) = wvelnf
D'ou weKerfNImf
Or, par hypothése, Kerf NImf = {0}
= v=0
= fluy=v=0
= wuecKerf
Donc  Kerf? C Kerf
e Conclusion :  Ker(f) = Ker(f?)

Exercice 2 Matrice d’une projection

Soit F le sev de R3 d’équation 2z 4y + 2 =0

Soit G = Vect(u) avec wu= (1,0, 1)

Corrigé

1. | Soit p la projection sur F' parallélement & GG

Déterminer II la matrice de p dans la base canonique de R?

Soit m = (z,y,2) € R3

§ Anna-Lise
Supposons qu’il existe v € F et we G telque m=v+v

v € F d’équation 2x4+y+2=0
= wv=(a,b,c)avec 2a+b+c=0
w € Vect(u) = FkeR, w=ku=(k0k)

Deplus m=v+w

a +k ==z
= b =y
c +k ==z
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21+ Ly+ Ly = (2a+b+c)+3k=2x+y+ =2 = s =Id—2p
N —
=0 1/3 2/3 2/3 L[t 22
= k:%(2x+y+z) = w:%(2x+y+z, 0, 2z +y+2) = |Yp=I-21I=| 0 -1 0 =3 0 =3 0
Do 4/3 2/3 —1/3 4 2 -1
ou

V=Uu—w

=1(32,3y,32) — 122 +y+2, 0, 2x+y+2)

Exercice 3

v=3@—y—z 3y “20-y+2) Soit la série Z lr172n et la fonction f :]0, +oo[ définie par
n>2 n
§  Saint Taize Inz
T—yY—=z 2x+y+z 3z Va €]0, +o0l, f(ac):?
©3 3y +3 0 =33y :
—2r —y+ 2z 2 +y+ 2 3z a) | Etablir le tableau de variations complet de f
= u=v+tuw e f est continue dérivable sur |0, 4o00]
o w=3(2z+y+2).(1,0,1) = we Vect(u) , (Inz)(z?) — (Inz)(2?)) =z —-2zxlnz 1-2Inz
o2a+b—|—c:%(2(:):—3/—2)+3y—|—(—2x—y+2z)) filz) = x4 - x4 L
=322 —2y—2243y—2z—y+22) =0 fl(x) >0 <= 1-2Inz>0 < Iz <1/2 «— z<e2=/e

§  Conclusion : il existe un unique couple (v,w) € F x G tel que e Qdz - 0", Inz - —00 = xhj& f(x) = —o00

m=v+tw lim f(z) =0 (Croissance comparée)

Dou |p(z,y,2)=v= %(x —y—2z, 3y, —2x—y+2z) Treo ]

o f(Ve) = S
(m) (z—y—2)/3 - v On a donc le tableau de variations suivant :
g (—2z —§+ 22)/3 : z | 0 L Ve +oo
f(x) + 1 + 0 -
1/3 —1/3 —1/3 1/e
= [O=| 0 1 0 S N\
-2/3 —1/3 2/3 / 0 0
2. | En déduire X 4
: , —00

la matrice de sy la symétrie par rapport & G parallélement a F',

toujours dans la base canonique de R3

m= w + o b) |Calculer la primitive de f définie par : F(z) = /1 f(t) dt
—
g6 er T x 1

= sy(m)=w—-v=(m—-v)—v=m—2v=m-—2p(m) = (Id—2p)(m) F(z) = /1 f(t) dt = /1 lntﬁ de
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u(t) =Int d/'(t) =1/t

1
V) =12 o(t) = —1j¢ LU Cosw

Intégration par parties avec {

10, 4+o00]

—Int]” -1
1 1

_ —Inz [1]1
x t 1
—Inzx 1
=)
T T
_q 1—|—lnx_:):—1—lnx
N T N T

¢) | Etudier la convergence de cette série.

Inn
Uy = —5
n2
Inn .
n3/2un =—- — 0 (Croissance comparée
1/2
n n—-+o0o
_ 1
= Un = O(ns/z)

Or la sériede Riemann () 713%) converge (car 3/2 > 1) et les séries sont
a termes positifs

Inn

Donc la série (3 —5-) converge
n

Xk
Rn - ﬁ

k=n

d) | Justifier 'existence de

Puisque la série converge, son reste R, existe bien.

e) ’ En comparant avec une intégrale, déterminer un équivalent de R,, en 400

p
e Etape 1 : Encadrement de Z f(k)

k=n
Ve < 2 donc f est décroissante sur [2, +00|
Donc, pour k > 2 et pour t € [k, k + 1],

f(E+1) < f(t) < f(k)
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k+1
(E+1) = k)f(k+1) < /k £(8) dt < ((k+1) — k) £(R)

=
p—1 Pl gt p—l
= Zf(kﬂ)SZ/ F#) dt <N f(k)
k=n k=n k k=n
P p p—1
= Y flk+1) 3/ f(£) at <> f(k)
k'=n+1 n k=n
R (ORSSCEY WORES PR (0
k=n n k=n
Or —fn)+Y s < [ 50 ar
k=n n
DN CEN (R WIUR
k=n n
B [0 d< )+ Y 1)
n k=n

~ )+ / Cry ae <> )
n k=n
D’ou

o)+ | Cp) de <3 FR) < Fn) + / " ft) at
n k—n, n

v 141 141
Avec /f(t) dt:F(p)—F(n):[l— “”9]—[1— +n”]
n b n
I+lnp 141
_ —|—np+ +1lnn
P n

e Etape 2 : Encadrement de R,

Quand p — 400

14+ Inp Inp

p2

—0et f(p) = — 0 (Croissance comparée)
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p +00
et Y f(k)— > f(k
k=n k=n
Donc
1—|—lnn§Rn<lnin 1+Inn
n n
o Etape 3 : équivalent de R,
En multipliant par al >0
Inn
n 1+Inn < n n Inn +1+Inn
Inn n ~ lnn ~lnn \ n2 n
1 | 1 1
= —41< MR e
Inn Inn
- 1
Quand n — 400 — =0 et ——=0
Inn n

n

= ~
n n—4oo Inn

In
Donc, par encadrement (an> —1
n

Exercice 4

On dispose de 2 urnes contenant chacune 1 boule Rouge, 2 Noires et 3
Vertes.  On tire une premiére boule dans la premiére urne, et on la met
dans la deuxiéme urne. Puis on tire une boule dans la deuxiéme urne.

) ’ Calculer la probabilité d’avoir une boule Noire au deuxiéme tirage

Cela dépend du premier tirage. Choisissons le SCE  (Ny, Ny).

D’apreés la FPT :

P(N2) = P(N1)P(Na|N1) + P(N7)P(N[Ny)
AR it Sl G

d’avoir eu une boule Noire au premier tirage ?

On a obtenu une boule Noire au deuxiéme tirage. Quelle est la probabilité

1 3
P(Nl ﬂNQ) B P(Nl).P(N2|N1) B g ' ?
P(N3) P(N,) ;

P(N1|N2) =

3
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3) ’Les événements Ny et V5 sont-ils indépendants ?

P(Vy) = P(Vi)P(Va|Vi) + P(V1) P(Va|V7)
1 4 1 3 44+ 3 1
9 7tg 7T T3
Or P(VaN) =241
7 2

P(V3|Ny) # P(V2) Donc N; et Vo ne sont pas indépendants.

La boule obtenu au deuxiéme tirage n’est pas Noire . Quelle la proba-
bilité que la premiére n’ait pas été Verte?

——  PVINN;
On cherche P(V1|N2):(1772)
P(N)
P(ViN'Na) = P((N1URy) N Na) = P((N1 N Na) U (R N N))
= P(N1 N Nz) + P(R; N N3) = P(Ny).P(N2|N1) 4+ P(Ry).P(N2|Ry)
24,15 13
6 7 6 7 42
P(N,) = —P(N)—1—1—2
2 Y7 17373
—_ 13/42 13 3] 13
Dou P(Vi|N: ==
ot PMIN) =5 5= =557 3
Autre méthode (due & Stanislas)
_ P(ViNN
PV =1-p (v)=1- 200N
N P(N3)
PVi A Ny) = P(V1). Py (Na) = = x 2 = 2
1 2) — 1)LV 2) — 2 7 - 14
— 1 2
P(N3)=1—P(Ny)=1—- ==
(NV2) (N2) 3= 3
5/14 5 3 28 15 13
Donc avec (1) P (Vl) = — % = — ﬂ . 5 % — % 28

On note X la variable aléatoire égale au nombre de boules noires appa-
rues au cours des deux tirages.
Déterminer la loi de X et calculer son espérance.

On tire entre 0 et 2 boules noires : X (Q2) = [[0, 2]]
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P(X =0) = P(N; N Ny) = P(N7)P(N3|Ny) = %% — % b) | En déduire que pour tout ¢ € [ak, axt1],
. b—a
(X=1) <= (NNyU(NNy) f(t) = flag)l < Moy avec 0 = —
P(X = 1) = P(N1)P(Na|N1) + P(Ny).P(Na|Ny) De plus f est continue et dérivable sur [a, b]
:1.%4_2.2:%:2 Donc d’aprés I'TAF, on a :
37 37 21 21
T P Y(r,y) € b2, /(@) — f) < Mz —y| (1)
(X =2)= PPN = 37 = 57 Pour ¢ € [ag, ar1) C [a,b] |f(£) — flar)] < M|t — ay
k 0| 1| 2 |total avec ap <t<ap1 = 0<t—ap<apy—ag
_px=p | D[B]3] 2 = [t—al Sappr—ap =0, Dou [f(t) — flax)| < Md,
Px(t)=PX=F 5 31|21 | =
8 6 14 k41
kP(X =k) 0 51191 21 c) | En déduire une majoration de / (f@) = f(ar)) dt
ak
E(X)= Y «P(X=1)=0P(X=0)+1P(X =1)+2.P(X =2) Ona ap <app1 (BBS) Donc
zeX(Q) Ak+1 agy1
v [ = sy a < [T 50 - fa) | a
=0+ 427> =+ o ak
2l 2l 8 et [f(t) — flak)| < My
ag41 Ak+1
= / | f(t)—flag) | dt < M6, dt = M6, (app1—ag) = M52
ag agk
s Ak41
Exercice 5 = [0 - s at] < w16
ak
Soit f une fonction C! sur un segment [a, b]. Pour n € N*, on pose
b
n—1 n
b o b o b o 4 . . . _ .
s, — a Z flap) et S = a Z flay) avee ap=a+k a d) | En déduire un majoration de /a f(t) dt — S| ne dépendant que de
n — n — n b M
k=0 k=1 n,a,o,
b Qg1 Ak+41 ap41
On se propose de démontrer que lim S, = lim S = / f() dt Or / (f(t) = flax)) dt = / f(t) dt — / flag) dt
n—-+00 n—-+00 a ak ak ak
Ak+1
a) | Justifier qu’il existe M € RT tel que Vz € [a,b], |f'(z)| < M - /ak f(8) dt = onflax)
Soit f une fonction C* sur [a, b] On somme pour k € [[0,n — 1]] :
1" est donc continue sur le segment [a, b]. Elle est donc bornée. ol rap nmlorakgs n!
[ come e e , > [0 -s@) a=X [0 463 )
C’est-a-dire il existe M € R tel que Vit € [a,b], |f'(t)| <M 10 Jax o’ ax P
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b
~ [y ar-
b n=leapy,
Donc t)dt —8,| = Z/ [f(t) — f(ag)] dt
k=0"%
n—1 Ayl
< / [£(?) dt‘ < Z Mé%  (d’apreés c)
k=0 '~ %k =
—nMS2 = nM (bf;z)2 _ M (b—a)?
)2
Dou 0< ) dt — M
e) | Conclure sur lim S, puissur lim S,
n—+00 n—+o00

M(b a)?

lim =0 Donc par encadrement
n—400
lim ydt — S, =0 = hm Sp = f
n—4o00 a
Or S}, = Sn+ =2(f(an) — flag)) = S, + LGS ()
avec lim (b= a)(f(b) — f(a)) =0 = lim S =
n—-+4oo n n—-+oo

Exercice 6

Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E) tel que
=fof

avec f?

24 f—6Idg =0

) ’Montrer que f est bijective et exprimer sa réciproque en fonction de f. ‘

Ona fof+f—-6Id=0
= fof+f=—6ldg
= fo(Zf+Fldp) =1dp et (Ff+ Fldg)of=1dg
Donc f est bijective et sa réciproque est f~! = %f + %IdE
2) |Etablir que F =Ker(f —21dg) et G =Ker(f+3Idg) sont des
sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
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Soit u € K
e Analyse Soitue FE

Supposons qu’il existe v,w) € F' X G tel que u=v 4+ w
veF=Ker(f—2Ildg) = (f—2Idg)(v)=0= f(u)=2u

Or w=v+ws f(u) = fo+w) = () + f(w)
= f(u) =2u—3w

De méme —3w

car f linéaire

v Fw =
D’ou
{2U —3w = f(u)
— Ly v tw = U
Ly — 2Ly —sw = —2u +f(u)
5L1 + Lo {57} = 3u +f(u)
<~
Ly 5w = —2u +f(u)
3 1
v=tu+ :f(u)
<~
{ w=u—5f(u)
e Synthése
§ vtw=Cut+ifw)+(GFu—1f(u)=32u=u
8 f(v)—2v:f(%u+% (u))—2(%u+éf(u)
= 3f(u) + 1 £2(w) - Su = 2 (u)
= (3 (u) + f2(u) — 6u — 2f(u)
= 5(f*(uw) + f(u) — 6u
= +(f*+ [ — 61dg)(u)
=0 car f?4+ f—6Idg=0

veKer(f—2Idg)=F
§  f(w)+3w=f(2u—Lf(w) +3(2u— Lf(u))

= 3f(w) = 5£%(w) + Ju—3f(u)
= 5(2f(u) = f2(u) + 6u — 3f(u))
= 5(=f*(u) — f(u) + 6u)
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= 5 (f*+ f — 6ldp)(u)
=0 car f?4 f—6ldg=0
Donc weKer(f+3Idg) =G
§  Conclusion :
Il existe un unique couple (v,w) € F x G tel que u = v + w

Donc FE et G sont supplémentaires de £ (E = F & G)

3) ’Onnote ff"=fofo---of nfois

a) ’Pour veFetwed, calculer  f"(v) et f*(w)

Soitve F Ona f(v)=2v

= f?(v) = f(f(v)) = f(2v) =2%v car f est linéaire
Hérédité : Supposons f*(v) =2"v = "l =(fo f)(v)
= f(f"(v)) = f(2"v) = 2" f(v) = 2".20 = 2""

Donc par récurrence : Vn € N*| f"(v) = 2"v

De méme, f"(w) = (—3)"w

b) |Soit u € E quelconque. D’aprés ce qui précede il existe (v, w) €
FxG telque u=v+w
Exprimer  f"(u) en fonction de v et w , puis en fonction de u

fr(w) = f"(v) + [ (w)
= 2" + (=3)"v
=2"(2u+ 3 f(uw) + (=3)"(3u— £ f(u))
=132 +2.(=3))u+ (2" — (=3)") f(u)

¢) |En déduire que f™ s’écrit sous la forme  f" = a,.f + By 1dp
ol ay, et B, sont des réels dont on donnera les expressions en fonction
de n.

Vn € N¥,

Fr) = +1@2% = (=3)") f(u) + L(3.2" + 2.(=3)")Idp(u)
= (12" — (=3)")f + L(3.2" + 2.(-3)")Idg) (u)

Donc  f"=L((2" = (=3)").f + (3.2" + 2.(—3)") 1d)
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Probléme

Soit M2 (R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 muni de sa structure

d’espace vectoriel et soit J la matrice J = <(1) é)

On considére l'application S de Ms(R) dans lui-méme qui associe & tout
élément M de My(R) I'élément  S(M) = JMJ.

1. ’Montrer que J est inversible et donner son inverse

Ona J.J=1I DoncJ estinversible et J ' =.J.

Ou bien par le pivot de Gauss :

G- = wen()-( 1)
Donc J est inversible et J—1 = J
2. a) ’Montrer que 'application S ainsi définie est une application linéaire.
Soit (a, b) € R? et (M, N) € [M2(R)]?
S(a.M +b.N)=J(a.M+bN)J
=J(aM).J+ J.(b.M).J
=a.JM.J+bJM.J
car un réel commute toujours avec les matrices
=a.S(M)+b.S(N)
S est donc une application linéaire de Ma(R) dans My (R).
S est donc une endomorphisme de Ms(R)

b) | Montrer que si M et N sont deux éléments quelconques de Mo (R),
ona S(MN)=S(M)S(N).

Soient M et N sont deux éléments de My (R),
S(M)S(N) = (JMJ).(JNJ)

= JM.(J.J).NJ
=JMINJ carJ?=1
= J(MN).J

= S(MN)
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Montrer que S est une symétrie par rapport a un sev F' parallélement a
un sev G.

(On ne cherchera pas a trouver F' et G dans cette question).

S est une symétrie vectorielle ssi S est linéaire et So0.S =5
On sait déja (2)a)) que S est linéaire

Soit M € My(R)
(S0S)(M) = S(S(M)) = S(JMJ) = J(JMJ)J = J>M J>
=M car J2=1
VM € Ma(R), (SoS)(M)=M Donc SoS=Idg

Conclusion : S est une symétrie vectorielle par rapport a un sev
F =Ker(S —1dg) parallelement & G = Ker(S +1dg) (avec E =
Ms(R))

On considére les éléments

() () w0 ()

Montrer que (I, J) est une base de F' et (K, L) une base de G
Justifier que (I, J, K, L) est une base de E et donner la matrice de S
dans cette base.

e Calculons d’abord S(M) avec M = <Z Z) € Mz(R)

son=ntr=(3 o) (¢ 1) (0 0)=(1 o) (@ ©)
-2
b a
e S(I)=TetS(J)=J = (I,J)eF? = Vect(l,J)CF
De plus (I, J) est libre = dimF > 2
De méme S(K)=-K S(L)=-L = (K,L)eG?

= Vect(K,L) CG avec (K,L)libre = dimG>2

e S est la symétrie par rapport & F' parallelement & G
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Donc F&G=M3R) = dimF +dimG =dimMyR)=4
Or dmF>2 e dimG>2 = dimF =dimG=2
(I,J) famille libre de F' et dim F' = 2 (I,J) base de F

De méme (K, L) est une base de G

F oG = M:sR)

=

Et comme = (I,J,K, L) base de Ms(R)

D’aprés les calculs précédent

S(I)=1, S(J)=J, S(K)=-K, S(L)=-L
1 0 0 0
Donc la matrice de S dans cette base est : X = 0 10 0
00 -1 0
00 0 -1

Pour tout matrice M, on note M, et M_ les matrices vérifiant

M=M;+M_ e (Mg, M_)eFxG

27 juin 2026

A titre d’exemple, déterminer les matrices A4 et A_ lorsque

(7 )

On va essayer d'utiliser ce qui précéde (Le but est tout de méme de
réfléchir pour éviter des calculs sans fin.)

M=M_+M_ e (My, M_)EFxG
=  S(M)=S(M)+5M_)=M, —M_

~ M= %(M+S(M) et M_— %(M — §(M)

Tei, A= G’ _;) S(A) = (_f ;)
1

12:23
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b)

Montrer que le produit de deux matrices appartenant & F appartient
aussi a F.
Que peut-on dire du produit de deux éléments de G'?

e Soient M, Ne F? = S(M)=M e SN)=N

S(MN) = S(M)S(N)
Donc S(MN)=M.N = MNEcF

e De méme si (M,N) € G%, S(M)=—-M et S(N)=—-N
= S(MN)=SM)S(N)=(-M)(~N)=MN
= MNEF

Or d’apres la question 2a) :

Plus précisément, pour deux matrices M et N de My(R), exprimer
(MN); et (MN)_ en fonction de My, M_, Ni et N_

Montrons que le produit d’une matrice de F' par une matrice de G
appartient & G
Soit M € Fet NeG

Alors  S(M)=M et S(N)=—-N
= SM.N)=SM).S(N)=M.(—N)=—-M.N
Dou: M.NeG

On montre de méme que: MeGet NeFF = MNeG

Soient M et N deux matrices quelconques de Ma(R).
Cherchons maintenant (M N); et (MN)_
Ona: M=M,+M_ et N=N;+N_
Donc

M.N =M+ + M_).(Ny + N_)

— M,N,+M_Ny+M,N_+M_N_
= (MyNy +M_N_)+ (M_Ny + M;N-)

Or MyeF, NyeF e M_e€G, N_e(G
Donc, d’aprés ce qui précéde :

MiN,eF, M_N_e€F, M_N;yeG, MiN_e€G
= (MN.+M_N)eF e (M_Ni+MN)ecG
(M.N)y =M N, + M_N_
Donc
(MN)_. =M_N, + M,N_
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Musée des horreurs

On ne tripote pas les conditions

Py (N2) = P(ryuvi)(N2) = P, (N2) + Py, (N2)

P(N2) = Py (N2) + P3 (N2)

C’est une FGM, (Formule génétiquement modifiée) issue de 'hybridation
de la formule des probas totales sous forme conjointe et de la forme
conditionnelle.

Bien entendu, comme les OGM, elle est stérile, c’est-a-dire qu’elle est
fausse. Remarquons que cette admirable formule permet de calculer des
probas supérieures & 1 ce qui est toujours fascinant.

N1 Ny et N1Ny sont indépendantes

Il y confusion entre indépendants et incompatibles.

En fait, c’est deux notions sont presque opposées !

Si deux événements sont indépendants , alors ils ne sont pas incompatibles
Et s’ils sont incompatibles, alors ils ne sont pas indépendants.

e Incompatibles: ANB=0 etdonc P(ANB)=0
P(ANB)=P(A) x P(B)

incompatibles et

e Indépendants :

Les deux mnotions indépendants sont donc

...incompatibles!

Bases de la rédaction

[ =g [aes [ as, ar
/ R~ fla) | de > / W) Fla) dt

Deux propositions se succédent, mais il n’y a aucun lien logique entre les
deux.
Ce n’est pas grave si la seconde est conséquence immédiate de la premiére.
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Mais ce n’est pas le cas ici. Il faut donc l'indiquer! Il suffit par exemple
d’écrire le mot magique « OR ».

(a ne cofite pas cher et cela guide le correcteur dans le raisonnement.
Ecrire des mathématiques ce n’est pas aligner des formules sans structure
logique. C’est proposer un raisonnement structuré au lecteur.

Kesskeussé ?

n—1 g1
3 / F(8) — Flap)] dt
k=0" %k
n—1 agt1
— F(8) — Flap)] dt
k=0 /ak ' '

Que fait ce signe « <= » ici 7 Cela n’a aucun sens puisque cela relie deux
réels.

Essayez donc en général d’écrire des formules mathématiques et /ou logiques
qui ont du sens. Cela peut aider.

Le contraire risque d’irriter profondément le correcteur. « Et quand
correcteur pas content, correcteur faire comme ¢a. » (Cf « Le temple du
soleil » avec Tintin).

/ ) — fla) at

agk

Tiens! Une valeur absolue qui démarre quelque part, mais qui se termine
nulle part. C’est pratique, on ne se prononce pas. C’est bien une écriture
de normand : « p’tet bien que oui, p’tet bien que non. P’tét que ca s’arrete
ici, ou p’tét plutot 1a. » Donc dans le doute on s’abstient. Au correcteur de
décider.
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Existence de la limite

b M(b — 2
| s ae-s, < Mb—ao”
a n
N2
M(b—a) o0
n n—-+oo
b
N ngrfoo/af(t)dt—Sn <0

Attention : principe fondamental :

Pour passer & la limite, il faut D’ABORD avoir justifié que la limite existe
bien.

Sinon on peut avoir des choses du type

1
1) <14 - li -1 <1
( ) =1+ n = TL—I>I—&I-1<>O( ) -
(-p"

Tout ceci n’est que la conséquence d’un principe essentiel en maths :

Alors que la limite de n’existe pas !

Pour travailler sur un objet mathématique, il faut s’assurer que cet objet
EXISTE

On évite ainsi de raisonner sur les licornes.

Prémisses et conclusion

f est une fonction de classe C! sur [a, b]
D’aprés I'inégalité des accroissements finis :

AM € R tq Va € [a,b], |f'(z)] < M

C’est trés bien rédigé...

Sauf que ce n’est pas du tout ce que dit I'TAF. Ce sont les prémisses de
I'IAF, c’est-a-dire ses conditions qui permettent de 'appliquer.

Or certains n’ont toujours pas compris la différence entre prémisses et
conclusions d’un théoréme. Ce qui est génant car c’est ce qui constitue la
plupart des propriétés et théorémes.

Si on a la phrase suivante :
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« Si je suis multimillionnaire, alors j’achéte un vélo »
(Appelons cela le théoréme de Servain.)

La prémisse est :
et la conclusion est :

« je suis multimillionnaire »
« j'achéte un vélo »

Il est absurde alors d’écrire
« D’aprés le théoréme de Servain, je suis multimillionnaire »

Or c’est exactement la méme absurdité que 'horreur ci-dessus.

Remarquons aussi 'erreur fréquente :
« J’ail un vélo donc je suis multimillionnaire »
Cette erreur confond une implication et sa réciproque

En fait, je dois vous faire une confidence : j’ai un vélo et je ne suis pas
multimillionnaire !
J’al eu ainsi droit & des truc du genre :

|f(a) = f(O)] < M]a—10b] donc |f/(t)] <M

Généralisation et particularisation

|f(aks1) — flar)| < Mlagy1 — ag
Donc pour t € [ak, axi1], |f(t) — flag)| < M|t — ag|

On n’a absolument le droit de remplacer une valeur définie agq par une
valeur quelconque t

f(1)=2 donc Vte[l,2], f(t)=2
(C’est vrai pour une valeur n’implique pas que c’est vrai pour toutes les

valeurs!)
On ne peut pas généraliser sans démontrer.

C’est aussi absurde que d’écrire

C’est le contraire qui est vrai : On peut particulariser

Pour tout £ € [ag, axsal, /(6) — /()] < Mt — ax
ak+1 € [ag,axy1] on a en particulier

|fakt1) — flag)| < Mlagyr — agl

Alors, puisque
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Formule sans champ d’application

ft)— flag)| < Mé,

/f akdt</M<5

e En écrivant | f(t) — f(ax)| < Moy,

On ne sait pas pour quelles valeurs de ¢ cette formule est valable. On ne
connait pas sont champ d’application.
C’est en soit génant

e Il faut donc écrire sur quel intervalle 'inégalité  |f(¢t)— f(ax)| < Moy,
est vraie avant d’intégrer.

Or ici, cette inégalité est vraie sur le segment [a, ar+1] et non sur [a, b

Donc on ne peut l'intégrer que sur [ag, art1] et donc pas sur [a, b

Une création mondiale

Ker(f—2Idg) = Kerf —2Ker Idg  car la fonction Ker est linéaire

Le concept me semble intéressant & creuser...
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