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Professeur : SERVAIN
Classe : PCSI

Discipline : Maths
Durée de I’épreuve : 4 h 00

Marge droite de 2 cm

e Marge gauche d’au moins 4 cm ;

En-téte de premiére feuille : au moins 8 cm ;
e Crayon & papier interdit

Sanction : —10 %

On commencera chaque Partie sur une copie différente ‘

Partie 1

On commencera chaque ezercice sur une nouvelle page

Exercice 1
Soient E un espace vectoriel et f € L(E).

Montrer I'équivalence :  Ker(f) = Ker(f?) <= Im(f) N Ker(f) = {0}

Exercice 2 Matrice d’une projection
Soit F le sev de R3 d’équation 2z 4y +2=0
Soit G = Vect(u) avec wu= (1,0, 1)
1. Soit p la projection sur F' parallélement a G
Déterminer II la matrice de p dans la base canonique de R?

2. En déduire 3o,
la matrice de sy la symétrie par rapport & G parallélement a F,
toujours dans la base canonique de R?
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Exercice 3

Soit la série et la fonction f :]0, +-o0[ définie par

1
>

n>2

B Inx

Vx €]0,+o0], f(x)= 5

a) Etablir le tableau de variations complet de f
x

b) Calculer la primitive de f définie par : F(x) —/ f(t) dt
1

c¢) Etudier la convergence de cette série.

Xk
= ?

k=n

d) Justifier 'existence de R,

e) En comparant avec une intégrale, déterminer un équivalent de R,, en +00

Exercice 4
On donnera explicitement les formules utilisées.
On donnera les différents résultats sous forme de fractions irréductibles.

On dispose de 2 urnes contenant chacune 1 boule Rouge, 2 Noires et 3
Vertes

On tire une premiére boule dans la premiére urne, et on la met dans la
deuxiéme urne. Puis on tire une boule dans la deuxiéme urne.

1) Calculer la probabilité d’avoir une boule Noire au deuxiéme tirage

2) On a obtenu une boule Noire au deuxiéme tirage. Quelle est la probabilité
d’avoir eu une boule Noire au premier tirage ?

3) Les événements Nj et Vs sont-ils indépendants 7

4) La boule obtenu au deuxiéme tirage n’est pas Noire . Quelle la proba-
bilité que la premiére n’ait pas été Verte?

5) On note X la variable aléatoire égale au nombre de boules noires
apparues au cours des deux tirages.
Déterminer la loi de X et calculer son espérance.
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Exercice 5
Soit f une fonction C! sur un segment [a, b]. Pour n € N*, on pose

n—1 n
b—a b—a b—a
Sn — / = =
- g flag) et S), - E flag) avec ap=a-+k -
k=0 k=1
b
On se propose de démontrer que  lim S, = lim S) = / f(t) dt
n—-+o0o n—+0o0o

a
a) Justifier qu’il existe M € RT tel que Vz € [a,0], |f'(z)| < M

b) En déduire que pour tout ¢ € [ak, agt1],
b—a
|f(t) = flak)| < Moy,

n

[ 00 - s@) dt'

ag

On =

avec

¢) En déduire une majoration de

d) En déduire un majoration de
n,a,b, M

e) Conclure sur

ne dépendant que de

[ rwa-s,

lim S,

lim S
n——+oo

puis sur
n——+00

Exercice 6
Soient E un K-espace vectoriel et f € L(FE) tel que

fP=fof

1) Montrer que f est inversible et exprimer son inverse en fonction de f .

2+ f—6Idg=0

avec

2) Etablir que F =Ker(f -2Idg) et G =ZKer(f+3Idg) sont des
sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
3) Onnote f"=fofo---of
nfois
a) Pour v € F et w e G, calculer  f™(v) et f"(w)
b) Soit u € E quelconque. D’aprés ce qui précede il existe (v, w) €
FxG telque u=v+w
Exprimer  f"(u) en fonction de v et w , puis en fonction de u

¢) En déduire que f™ s’écrit sous la forme  f" = ay,.f + B, 1dp
ol «y et B, sont des réels dont on donnera les expressions en
fonction de n.
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Probléme 1 Sur une nouwvelle copie

Soit M3 (R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 muni de sa structure

d’espace vectoriel et soit J la matrice J = (? é)

On consideére application S de My(R) dans lui-méme qui associe & tout

éléement M de My(R) I'élément  S(M) = JMJ.

1. Montrer que J est inversible et donner son inverse

2. a) Montrer que l'application S ainsi définie est une application linéaire.
b) Montrer que si M et N sont deux éléments quelconques de My (R),

ona S(MN)=S(M)S(N).

3. Montrer que S est une symétrie par rapport & un sev I’ parallélement a

un sev G.

Donner une base U de F et une base V de G.(On ne cherchera pas a
trouver F' et G dans cette question).

4. On considére les éléments

() =) k=00 (0

Montrer que (I, J) est une base de F' et (K, L) une base de G
Justifier que (I,J, K, L) est une base de F et donner la matrice de S
dans cette base.

5. Pour tout matrice M, on note M, et M_ les matrices vérifiant
M=M;+M_ e (My, M_)eFxG

a) A titre d’exemple, déterminer les matrices A4 et A_ lorsque

3 -1
A= :
b) Montrer que le produit de deux matrices appartenant a F' appartient

aussi a F'.
Que peut-on dire du produit de deux éléments de G'?7

c¢) Plus précisément, pour deux matrices M et N de Mo(R), exprimer
(MN)4 et (MN)_ en fonction de M4, M_, Ny et N_ .
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