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Exercice 2
Démontrer par récurrence :

1) ∀n ∈ N, 32n − 2n est divisible par 7.

(On n'utilisera pas les congruences mais la dé�nition :

x est divisible par 7 ssi il existe n ∈ Z tel que x = 7n)

Dans une démonstration par récurrence simple, il faut qu'apparaisse la
structure suivante :

Démontrons par récurrence sur . . . que � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �

� Initialisation : pour n =. . .

. . .[ . . .]

Vrai pour n =. . .

� Hérédité : Supposons la propriété/formule/relation vraie à un rang
n ≥. . .donné

On a alors : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (HR)

[ . . .]

La relation est vraie au rang n+ 1

� Conclusion : La propriété/formule/relation est vraie pour tout n ≥. . .

Allons-y !

Démontrons par récurrence sur n que

Pour tout n ∈ N, 32n − 2n est divisible par 7

� Initialisation : pour n = 0

32n − 2n = 30 − 20 = 0 qui est divisible par 7

Vrai pour n = 0

� Hérédité : Supposons la propriété vraie à un rang n ≥ 0 donné

On a alors : 32n − 2n divisible par 7

CAd : il existe k ∈ Z tel que 32n − 2n = 7k

⇒ 32n = 7k + 2n (HR)

(Montrons que 32(n+1) − 2n+1 est divisible par 7)

Or

32(n+1) − 2n+1 = 32n.32 − 2n.2

= (7k + 2n)32 − 2n.2 (HR)

= 7k.32 + 32.2n − 2.2n

= 7× 9k + 7.2n − 2.2n

= 7(9k + 2n)

= 7k′ avec k′ = 9k + 2n ∈ Z

Donc 32(n+1) − 2n+1 est divisible par 7

La relation est vraie au rang n+ 1

� Conclusion : La propriété/formule/relation est vraie pour tout n ≥. . .

2) On dé�nit la suite u par u0 = 8 u1 = 1

un+2 = un+1 + 2un pour n ≥ 0

Montrer que un = 3.2n + 5(−1)n pour n ≥ 0

3) Montrer que pour n ≥ 5, 2n > n2 (*)
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