2026-27 PCSI C 03a : Sommes, Produits, Binéme (Partie A B CD E ) Cours

1 Suites particuliéres

=m—p+1Lug+r. (n(nz—k D) — (p—21)p>

1.1 suites arithmétiques .
=(n—p+uo +5(n* = p*+n+p)
Définition 1 : Suite arithmétique (Relation de récurrence)

Une suite (u,) est arithmétique de raison r si et seulement si

=n-p+ 1)u0+z((n+p)(n—p)+n+p)

Vn € Nv Un+1 = Un +r 2

Propriété 1 : Suites arithmétiques ( +1)uo + r( +p)( +1)
=(n-— ug + =(n n—

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r Alors b 072 b b
V(n,p) € N2, u, =u, +r(p—n)
(2ug + r(n+p))

N |

=(m—-p+1)
Propriété 2 : Suites arithmétiques (Forme générale)

(up) est une suite arithmétique de raison r si et seulement si

=(n—p+1) ((Uo +r.n) + (ug —i—p.r))

N =

il existe (a,b) € R? tels que Vn €N, u, =a+rn

Propriété 3 : Somme des termes d’une suite arithmétique

=(n—-p+1) (un—i—up)

N =

Soit une suite (uy,) une suite arithmétique

Up + Up fin demo
2

Alors Zuk =(n—-p+1)

k=p

.nk:nkzm

k=p

Somme des termes d’une suite arithmétique :

.

(nombre de termes) x (moyenne des extrémes)

n
1

Démonstration (en utilisant Z k= M) n

— 2 B Cp+1)+(2n+1)

k=1 o> 2k+1)=(n-p+1) 5 =Mm-p+L(p+n+1)
Soit u,, une suite arithmétique de raison r k=p
Alors, pour n € Nyug = ug + k.r ) 3 L.

" n 1.2 suites géométriques
= Z Ug = Z(UO +k.r) Définition 2 : Suite géométrique (Relation de récurrence)
k= k=
P . P . Une suite (uy,) est géométrique de raison ¢ si et seulement si
ZZUO+T.ZI€ Vn €N, upt1 = qup
k=p k=p

Propriété 4 : Suites géométriques

T

n 1 . . ’ , . .
=(n—p+Dug+r <Z k— k) Soit (u,,) une suite géométrique de raison ¢
k=1 1 Alors  V(n,p) € N2, u, = ¢P ",

ES
I
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Propriété 5 : Suites géomeétriques (forme générale)

Une suite (uy,) est une suite géométrique si et seulement si

il existe (a,q) € R tels que  Vn € N, u,, = a.q™

Somme des termes d’une suite géométrique (raison g # 1)

1— raison(“b termes)

—=(premier terme)x -
1 — raison

(1e terme) — (1°F terme qui n’y est pas)

1 — raison

Propriété 6 : Somme des termes d’une suite géométrique
(forme générale)
Soit (uy,) géométrique de raison g # 1

n—p+1

iuk_u 1_q _ Up — Un+1
= u, — = —
= l—q l—q

= > (ur — gup)
k=p

n
= Z(Uk — Uk+1)
k=p

= Upy1 — U, Ppar télescopage

= §="2 Tl ar A1 1-g#0

l—gq
_up — qn—p+1up
1-g¢q
1 _ ,n—p+1
= U, ;qu fin demo

1.3 Autres formules

Remarque : Les deux formules sont & connaitre et sont équivalentes puisque

upqniwl = Un+1
n 1_qn+1
——  pour 1
o ¢ = 1—¢ P q7
k=0 n+1 pour g=1
_ —p+1 p _ ,n+l
- P =" _4 e our 1
N BT AR S M gy - P q#
k=p n—p+1 pour g=1

Démonstration Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ € R\{0, 1}

Posons S = zn:uk
k=p
(1-¢)S= Zuk - qZuk
k=p k=p
= Z(l — q)uy
k=p
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~ 5, n(n+1)2n+1) =5 ni(n+1)?

> - ot ) S e

k=1 k=1
Remarque : ces sommes peuvent aussi commencer & 0 car le terme de rang 0 est
nul :

—~ 5, nn+1)(2n+1) = 5 n’(n+1)?

3= ) 3o e

k=0 k=0

2 Propriétés des sommes

Définition 3 : Somme
On peut définir les sommes par la relation de récurrence suivante :

p+1 p
pourpn, 3 ar—ap+ > an
k=n k=n

n
et l'initialisation : E ar = an
k=n
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Propriété 7 : Linéarité Propriété 10 : Inégalité triangulaire généralisée
Pour n <p P P
v > ar| <) lax
° Z ak—i—bk Zak—&—Zbk k=n k=n
Z Propriété 11 : Télescopage
)\ ak =\ (07 L
g Z Z (CLk;-}-l - ak) = ap4+1 — an
p k=n
Z (p—n+1).C ou C est indépendant de 'indice k .
Pt Démonstration
P
S = Qky1 — @
Propriété 8 : Produit et factorisation 1;1( i k)
P r P P
(S (20 DI o
k=n k=q k=n k=n
P s o Changement d’indice sur la premiére sommes : j=k+1 { F=p j=ptl
= Z ag Z b; changement d’indice indispensable! k=p j=p+1
k=n j p+1
. IR o
- Y a,
k=n j=q p+1 P
_ Z ax.b; = Z ap — Z ar (re-changement d’indice trivial pour avoir le méme
k=n-+1 k=n
n<k
qéjgf nom)

Carré d’une somme
(a1 + a2)? = a? + a3 + 2a1a2

(a1 + az + a3)? = a3 + a3 + a3 + 2a1a2 + 2aia;3 + 2aza3

Propriété 9 : Carré d’une somme

<§Gk>2_ > aib; fZak+2 Z aa;

n<i<p n<i<j<p
n<j<p

C’est « la somme des carrés plus les doubles produits »
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3/9

Les entiers communs aux deux sommes sont : [[n + 1, p]|

(5 ) (5 o)

k=n+1 k=n+1
=0ap4+1 — an

fin demo

Exemple : simplifier

2n
o S, = Z(Ui—l - Uz)
=n
p+2
o Typ= Z (Vn+2 — 20n41 + vn)
n=q+1
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2n+1 _n(n+1)2n+1) n(n+1) 9
° T(Lp = Z (Un+2 — Un) - 6 + 2n 2 + (TL + 1)n
Propriété 12 : Sommes tronquées (troncature) 6
Pour 0 <n <p = (n+1)[(2n+1)+12n]
P P n—1 6
Zak:Zak_Zak :n(n+1)(14n+1)
k= k=0 k=0
ou encore Vérif :
n(n+1)(14n +1 1x2x15
Zak_zaﬁ S pourn=1 §=144=5 "HIMTY_1x2XD_,
k=n-+1
1)(14 1 2x3x29
pourn—=2 Sh—4+94+16=29 MnEDAnED  2x GX —29
Changements d’indices Remarque : on peut aussi le faire par troncature

Deux types de changements possibles : |k =k + ¢,

E=-k+c

ou c est un entier indépendant de I’indice
Par exemple: kK =k+1 kK'=n-k

Changements interdits du style :

K =2k kK =2k+1...

n
Exemple 1 : Z n—k+1
k=0
Onpose j=n—k+1 < k=n—j+1 Dbornes: k=n j=1
pose 7= - 1 k=0 j=n+1
n+1 2 2
. +1)*(n+2)
T, = 3:(”
2. 1
Jj=1
2n
Exemple 2 : Tn=Zk2
k=n
Onpose k=j4+n << j=k— bornes : k=2n j=n
P B J=rmn VL k=n j=0
To=) (G+n)7 =) (°+2n+n?)

=0 =0

n n n
= Zj2 +2an+Zn2
j=0 j=0 j=0
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2n 2n n—1
T, = Z K = Z =Yk
k=0

2n(2n + 1)(4n +1) (n—=1)n)(2n—-1)
6 a 6

= % 220 +1)(4n+1) — (n — 1)(2n — 1)]
— g [2(8n% 4 6n 4 1) — (2n® — 3n + 1)]
= % [1471 4+ 15n+1] —1 racine évidente : on factorise par n + 1
= T+ 1) (14 + 1)
Exemple
e S, = Zn:(Zk; — Dug—1
k=2

Effectuer le changement d’indice :

n

o Sp=> (n—j+1)umkp

Jj=0

j=k-1

Effectuer le changement d’indice : k=n—j+1

Permutation des sommes doubles

e Indices indépendants : pas de problémes.
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p T T P
E :5 :aLk:: E : ajk = E :E :aLk

Jj=nk=q n<j<p k=qj=n
q<k<r

n n
e Indices liess: Exemple 1 : Z Z ajk
7=0 k=j

On remarque que l'indice k (qui arrive dans la deuxiéme somme dépend de
I'indice j de la premiére somme. On ne peut donc pas permuter directement les

deux sommes.

Détaillons la procédure : il s’agit d’abord de réunir les conditions sur les indices
en une seule série d’inégalité, puis de les séparer & nouveau en commencant par

le premier indice que 'ont veut, ici k

S=) ajk

i=0 k=j

§ Etape 1 :

On exprime le parcours des indices sous forme d’inégalités : j va de 0 & n donc

0<j<n etkvadejandonc j<k<n D’ou
- %
0<j<n j<k<n

On regroupe tout sous une seule somme :

S:: ji: aLk

0<j<n
j<k<n

§ Etape 2 :
équivalence. Or on a :
{Ogjgn

j<k<n O<j<k=n

A de stade, il est essentiel de bien vérifier qu’il y a équivalence,
c’est-a-dire que « ca marche dans les deux sesn ». Je peux psser de la partie

gauche a la partie droite et aussi de la partie droite & la partie gauche.

S = jg: aj k

0<j<k<<n

& Etape 3 : on va maintenant vers ’inverse, on va « défusionner », en commen-

cant par 'indice k

Celui ne peut pas dépendre de j (qui ne viendra qu’apreés). Donc
Ensuite, une fois que k est choisi, on aura: 0<j <k D’ou

. 0<k<n
0<j<k<n <<= {0<j<k

29 septembre 2026 14:39

il s’agit maintenant de réunir les lignes d’inégalités en une seule

0<k<n

5/ 9

n k
Donc S = Z ajp = Z Z aj,kzzzaj,k

0<k<n
0<j<k

0<k<n 0<j<k

On peut résumer tout le processus ainsi :

k=0 j=0

n n n k
§ § Ajk = § ajk = E Ajk = § aj,k:§ §aj,k

=0 k=3 0<j<n 0<j<k<n
j<k<n
n n+1
e Indices liées, exemple 2 : S = E E aj
J=0 k=j+1
n n+1
S= D ww= D 4
=0 k=j+1 0<j<n
j+H1ZkZn+1

0<k<n

< k=05=0
0<j<k

Petit probléme ici : on a I'indice j qui apparait sous deux formes j et j+ 1. On
va donc transformer la deuxiéme ligne en soustrayant 1 :

S:

§ Aj.k

0<j<n
J<k—1<n
On peut maintenant fusionner :
= § : aj.k
0<j<k—1<n
Et défusionner en commencant par k

= E Aj.k

0<k—1<n
0<j<k-1

D D

1<k<n+10<j<k—1

car 0<k—1<n

n+1k—1

DD ik

k=1 7=0

On peut résumer ainsi les calculs :

<= 1<k<n+1

n n+1

E : E : ajk = E : ajk = E : ajk

7=0 k=j+1 0<j<n 0<j<n
j+H1<k<n+1 i<k—1<n
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= >

0<j<k—1<n

5 Produits

Exemples : Développer :

e

k=1
q+1 1
° Pq: H FUN]

n=1

Définition 6 : Produit
On peut définir les sommes par la relation de récurrence suivante :
n+1 n

pour n > p, H Gk = Ap41 X H ag
k=p k=p

Propriété 15

. ﬁ C =cprntl
k=n

i~

k

n

1~

k=n

jk =

n+1k—1
E ajk = E E :ag‘,k
0<k—1<n k=1 j=0
0<j<k—1

P
et l'initialisation : H ay = ap
k=p

p p
(akxbk): Hakx ku
k=n k=n

p
(M.ag) = AP H a

k=n

Propriété 16 : Télescopage

P
1% -
af

k=n
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Si ke [[ngpl], arn #0

Gp41
an
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Propriété 17 : Somme et produit

e Si  VEke€]|np],ar>0
In (H ak) = Z In(ag)
k=n k=n
e Si Vkelnp],ar €R

I explax) = exp (Z ak>

k=n k=n

6 Factorielle

Définition 7 : Factorielle (par récurrence)
ol=1

e Relation de récurrence :

e Initialisation :
VneN, (n+1)!=(n+1) xnl

Propriété 18 : Factorielle et produit

n
On aaussi: pour n>1, n!= Hk
k=1

Propriété 19 : Deux formules intéressantes
Pour n > 1
o 2x4x-x(2n) =[]k =]]2][*k=2"n
k=1 k=1 k=1
2n+1
. [ *
k=1

(2n+1)!

01><3><---><(2n+1):H(2k+1): = =

k=1

ALK )
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3 Coefficients binomiaux _nl(k+(n—-k+1))
Définition 4 : coefficient binomial (n—k+ 1R
! _oonl(n+1) (n+1)! _(n+1
Pour 0 <k <n, (Z) =m T n—k+D)'E T (1) —k)E < k )
fin demo

Convention : pour 0<n <k, <n> =0

e Symétrie : Pour 0<k <n, (Z)
n(n— 1
kE\k—-1
Propriété 9 : Formule de Pascal

n

(") ()

n!

® Symétric: <nnk> TR -—R) nl!fﬂk! B (nn’f)

nin-—1 (n—1)! B n(n —1)!
* k<k—1) Tk G- ((n—1)—(k-1) k(- Dl(n—k)

:k!(nnik’)!:<n—k>

e Formule de Pascal :

e Pour 1<k <n, (Z>—

Pour 1<k<n

Démonstration

n n n! n!
<I<:—1) * (k) TG E=1 | (n= R
B n! k (n—k+1)n!
S n—k+D k=D, (n—k+1)(n—k) k!
B nl k (n—k+1)n!
Tkt DK (n—kt DA
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n
La formule de Pascal permet de construire le triangle éponyme donnant ( >

Plol1l2|3| 4|56
n

0 1

1 11

2 T2 1

3 T3]3 1

1 1146 | 41
5 T[5]10105 |1
6 161520156 1]

4 Bindme de Newton

Propriété 10 : Bindome de Newton
V(a, b) € C%, ¥n € N,

k=0 k=0

n
Démonstration Montrons que pour tout n >0, (a+b)" = Z <Z) akpnk,
k=0

Par récurrence sur n.
e Initialisation :

Pour n =10
0

(a+b)°=1 et Z (2) akp0=k = <8) a®b’ =1
k=0

e Hérédité : supposons la propriété vraie & un rang n > 1 donné

Ona (a+b)"= (Z) akpn=k
k=0
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Dlou —_ bn+1 + Z (TL + 1) akanrlfk + an+1
(a+0b)" = (a+b).(a+b)" —\ K
( i N\ bonk On constate que,
= a+b) ( >a‘bn_ 1 1
= \k e pour k =0, (n;— )akbn+1—k _ (”g‘ )aobn+1—o _ gyl
n n

_ N\ kin—k N\ kin—k _ n+1\ ik (ML = (t1) _ nl
_a.kz_o<k)ab —i—b.I;J(k)ab opourkn+1,< i >ab =lnan oty (n+1) _ 4

On peut donc faire rentrer les deux termes restants dans la somme :

N (P krnek N (”) kpn+l—k 1
= a b + a”b n+ 1
k=0 (k> kZ:o k (a+ byt = Z (” )akbn-i-l—lc
td

k
) k=0

Faisons un changement d’indice dans la premiére somme :

La propriété est donc vraie au rang n + 1

k=n K=n+1
K'=k+1 <= k=K —1, bornes: { E—0 K — e Conclusion : pour tout n € N, on a bien la formule de Newton
n n n+1 n , , n n
Z (k) afFtipnk = Z (k’ N 1) ak pntizk La deuxiéme formule : Z (k) a" kb*  gobtient par changement d’indice :
k=0 k=1 k=0

Ce qui donne, en remplacant k' par k :

n+1 n
(@bt =>" (kﬁ 1) USRS <Z> akprti—Fk k=0
k=0

k=1 . . k=n k=0
. . Onpose j=n—-k <= k=n—j Bornes: .
On met a part les termes qui « dépassent » pour que les indices parcourent le J=0 j=n
méme ensemble :  [[1,n]] n n o
’ L =3 () Y
b n+l _ Obn+1—0 kbn—i-l—k 0 -
(a+b) <O>a +kZ:1 ko1 a Jn
N zn: (n) ik ( n )a”+1b”+1_(”+1) = Z (?) a™ b en utilisant la formule de symétrie du binéme
= k (n+1)—-1 j=0
n (1 kg
_ in+1 n kin+1—k - Z < )a b
=b +;(k_1>ab = k
- n CQFD
n
+ kz_:l <k> akbn+l—k + an+1 ﬁn demo

On peut maintenant regrouper les deux sommes et utiliser la formule de Pascal : Propriété 11 : Exemples

n n n n n o .
(a+b)n+1_bn+1+z[( n )+<n)] akbn+17k+an+1 ° Z(k)zz<k)1klz k:(1+1)L:2n
— k-1 k k=0 k=0
E Qe E (e
k=0

k=0
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5 Identités remarquables

Attention
ces formules n’ont RIEN & voir avec le bindme de Newton

a—b

Cela ne marche que si 'expression s’annule pour
a?—b>=(a—0b)(a+D)

a® — b5 = (a — b)(a* + a®b + a?b? + ab® + b*)

Cela se généralise de la facon suivante :

e Factorisation par
b=a

Exemples :

Propriété 12
an+1 _ bn+1 — (a _ b)(an 4 an71b+ cee b anflbk NI bn)

=(a—b)> a" "
k=0

e Factorisation par a+b

Cela ne marche que si ’expression s’annule pour b= —a
e Pour n=2p pair
Par exemple :
a® —b° = (a +b)(a® — a*b + a3b® — a®b® + ab* — b°)
Ce qui se généralise :
Propriété 13

a® —b*? = (a +b)(a®*~1 —a®2b +

R (_1)ka2p—1—kbk 4 — b2p—1)
2p—1
=(a—b) Y (~1)Fa® "k
k=0
e Pour n=2p+1 impair
Exemples :
A=
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a® +b° = (a+b)(a* — a®b + ab® — ab® + b*)
Ce qui se généralise :
Propriété 14
a4 p2P+l = (a+b)(a® —a® b+ (—1)ka?PFpE 4. 4 52P)

2p

=(a+0) z:(—l)]’“azp_kblC

k=0

Remarques :
e a®® — b®™  est factorisable par a —b et par a4+ b clest-a-dire par
a? —b% ce qui est clair si on pose A =a% B=10>:

a2 — = A" — B = (A-B)(...,) = (a® — b*)(...,)

e a®” +b®" n’est factorisable ni par a+b nipar a—b
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