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C_ 04 : Calculs dans C (Partie A )

Cours

1 Nombres complexes

Définition 1 : nombre complexe

Un nombre complexe z s’écrit sous forme algébrique 2z =a+b.i

avec (a,b) € R? et i un nombre tel que i* = —1

a est appelé la partie réelle de z et b sa partie imaginaire;
a=1Re(z) et b=Im(z)

e Si TIm(z) =0, alors z est réel

e Si Re(z) =0,

Propriété 1 : Egalité

On note :

on dit que z est un imaginaire pur et on note

| z1=22 <= Re(z1) = Re(z2) et Im(21) = Im(22)

Propriété 2 : Parties réelles, imaginaires
V(a, b) € R?, V(21, z3) € C?

Re(a.z1 + b.z2) =a.Re(z1) + b.Re(z2)

Im(a.z1 + b.z2) =aIm(z1) + b.Im(z2)
En particulier

Re(z1 + z2) =Re(z1) + Re(z2)

Im(z1 + 22) =Im(z1) + Im(22)

Attention : ca ne marche pas pour le produit complexe :

Re(zlzg) 75 Re(zl).Re(ZQ)

Définition 2 : Affixe d’un point, d’un vecteur
Soit z=a+bi
e On dit qu’un point M du plan a pour affixe z s’il a pour coordonnées
(a, b) dans un repére orthonormé (0,7,5). On note alors M (z)
¢ On dit qu’un vecteur @ a pour affixe s s’il a pour coordonnées(a,b) dans
le méme repére c’est-a-dire : @ = a.i + b.j
On note  (z)

un nombre complexe.

Interprétation géométrique : somme, produit par un réel.
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2 Conjugué
Définition 3 : Conjugué
| V(a, ) ER2,Vz€C z=a+ib=a—ib
Interprétation géométrique

Propriété 3 : Compatibilité avec les opérations
V(a,b) € R?, V(z,2") € C?

a.z+bz2 =az+ bz

o 2.2 =2.2 Pour 29 # 0, () ==

epourn€?Z, z" =(z)"

Propriété 4 : parties imaginaires, réelles

z+Z Z2—Z
R = I =
e(z) 5 m(z) 51
ze€R <«— 2z=7Z
z€ILR <«— 2z=-Z

3 Module

Définition 4 : Module
‘ |z| = Vzz
Propriété 5
|| Pour (a,b) € R?, |a +i.b| = Va2 + b2
Propriété 6 : Interprétation géométrique
Si M(z), alors  |z| = OM
Si i(z) alors |z| = |||

—
Si A(a) et B(b) alors |b—a| = AB = ||AB||
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Propriété 7 : compatibilité avec les opérations
2=0 <= |z|=0

z
/ | =

Fl=lel  Jee] = el

Vn € Z, |27 = |2|"
Attention : marche pas bien avec somme et différence

Propriété 8 : Inverse

1 _
Si z#0 alors o2
z  |zf?

Propriété 9 : Double inégalité triangulaire
H V(z,2') € C?, | lz| = || | <l|z+7| <z + 7|

Propriété 10 : Cas d’égalité
|2+ 2" = |2] + ]

< 2 =0 ou 2 =a.z avecaréel positif

Interprétation géométrique

4 Nombre complexes de module 1

Définition 5 : ensemble des complexe de module 1
| Onnote U={z€C, |z|=1}
Propriété 11 :Angle
A tout point du cercle U correspond un angle 6, défini modulo 27,
tel que M (cos(#), sin(0))
Propriété 12 : Argument

Tout nombre complexe de U s’écrit  z = cos(f) + i. sin(§)

ou 6 est appelé un argument de z et est noté arg(z)

Définition 6 : notation exponentielle

| Pour tout 6 € R, on note €' = cos(f) + i.sin(f)
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Propriété 13 opérations

e o0 —1 el — 1 ei.7r/2 =i
o il — ¢ 10 |ei9’ =1
° ei(01+92) — eieleiez efie -
cif
ei01
ei(01—02) _ & Vn € Z, ein? = [eif]"
0if2 )
4.1 Formules d’Euler
Propriété 14
eix 4 efiac ) eim _ efiz
CosS(¥) = ———, sm(r) = .
(r)= = (0) =%
ou encore
Propriété 15
| cos(z) = Re(ei®) sin(z) = Im(e!®)
Applications :
el? 4 et 1—e™* et

. Z cos(kx)
k=0

e Linéarisation :

3

cos® z.sinz

4.2 Formule de Moivre

Propriété 1

6

| (cos@ +i.sin )™ = cos(nf) + i. sin(nh)

Application :

Calcul de

cos(3x), sin(3z)

en fonction sinz, cosz
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