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C_04 : Calculs dans C (Partie A BC D) Cours

1 Nombres complexes

Définition 1 : nombre complexe

Un nombre complexe z s’écrit sous forme algébrique 2z =a+b.i
avec (a,b) € R? et i un nombre tel que i* = —1

a est appelé la partie réelle de z et b sa partie imaginaire;
Onnote: a=Re(z) et b=1Im(z)

e Si TIm(z) =0, alors z est réel

Propriété 1 : Egalité
H 21 = 22 e e e e e e

Propriété 2 : Parties réelles, imaginaires

V(a, b) € R?, V(21, z3) € C?

En particulier
Re(21 4 22) =it
Tm(21 4 22) = oo

Attention : ca ne marche pas pour le produit complexe :
Re(zlzg) 75 Re(zl).Re(ZQ)

Définition 2 : Affixe d’un point, d’un vecteur
Soit z=a+0bi un nombre complexe.

(a, b) dans un repére orthonormé (0,i,j). On note alors M (z)

le méme repére c’est-a-dire : = a.i + b.j
On note  (z)

Interprétation géométrique : somme, produit par un réel.
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e Si  Re(z) = 0, on dit que z est un imaginaire pur et on note

e On dit qu’un point M du plan a pour affixe z s’il a pour coordonnées

¢ On dit qu’un vecteur @ a pour affixe s s’il a pour coordonnées(a,b) dans

2 Conjugué

Définition 3 : Conjugué

| V(a,0) ERZ, V2 EC 2= @A Lbeueneeneieie i

Interprétation géométrique

Propriété 3 : Compatibilité avec les opérations

V(a,b) € R?, V(z,2") € C?

® DOUL N € iy 2T o ettt e et e e e

Propriété 4 : parties imaginaires, réelles

3 Module

Définition 4 : Module

| 2] o e

Propriété 5

|| Pour (a,b) €R?,  Ja+1ib|=....cccoooiiiiiiiii,

Propriété 6 : Interprétation géométrique

Si M (2),alors  |z] = .o
Sii(z) alors  |z] = . coini
Si A(a) et B(b) alors  |[b—a|l=............... e
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Propriété 7 : compatibilité avec les opérations Définition 6 : notation exponentielle
| Pour tout 6 € R, on note €' = cos() + i.sin(f)
z=0 Propriété 13 opérations
° ei.O — ei.Tr — ei.Tr/Z —
e o | =
Attention : marche pas bien avec somme et différence o oi(Oi+02) — e”W =
Propriété 8 : Inverse
eli=02) — VneZ, e = . ...,

1
Si z#0 alors - =
z

Propriété 9 : Double inégalité triangulaire 4.1 Formules d’Euler
H V(2,2) € G2 Propriété 14
Propriété 10 : Cas d’égalité H cos(z) = sin(z) =
2+ 2'| = |2] + ||
ou encore
S Propriété 15
Interprétation géométrique H cos(z) = Re(e™) sin(z) = Im(e™)

Applications :

n
4 Nombre complexes de module 1 o Y costkr) e 1-e ete
k=0
Définition 5 : ensemble des complexe de module 1 e Linéarisation : cos3 z.sinz
Onmnote U={.....ociiiiiiiiiiiiiiiinn.. }
Propriété 11 :Angle 4.2 Formule de Moivre
A tout point du cercle U correspond un angle 6, défini modulo 27, Propriété 16
tel que M (cos(6), sin(6)) H (COSO+1.8IN0) " = .

Propriété 12 : Argument Avplicati Caleul d (32), sin(3 foncti )
ication : Calcul de cos(3x), sin(3z) en fonction sinz, cosz
Tout nombre complexe de U s’écrit  z = cos(6) + i. sin(§) PP )

ol 6 est appelé .............. ... de z et est noté .........
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5 Argument

Propriété 17

|| Soit z € C*. alors  z/|z| € U

Définition 7 : Argument
Soit z # 0, il existe § € R, 2z = |z|e!?

0 est appelé un argument de z et on note 0 = arg(z) [27]

Attention : un argument est toujours défini modulo 2w

Interprétation géométrique :

Exemples : donner les arguments des nombres complexes suivants :
lei,22:73,2’3:7\/§i Z4:1+i72’5:17i\/§
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Propriété 18 : Valeurs particuliéres

a) arg(z)=0 [27] <= zZ..ooiiiiiiiii

b) arg(z) =7 [27] =z
c) arg(z) =7 [T] = 2 i

d

)
)
)
)z ImMAgNaire PUL .. c.vuvntt et ettt enanaenen

Propriété 19 : opérations

O ATZ(Z1.20) D it e

0 ATE (2T ) S
0 ATE(Z) S et e
............ STvieniininn,
e Pour a € R*, arg(a.z) =
............ SUiviiiin...
arg(—z) =?

Définition 8 : forme exponentielle

Tout complexe z # 0 peut s’écrire sous la forme exponentielle :

z=rel ot r=|z] et 6O=arg(z) [27]

Propriété 20 : Egalité par module et argument

Soient z1,z9 deux complexes non nuls

"C_04 Calculs dans C 2027"



2026-27 PCSI

C_04 : Calculs dans C (Partie A BC D)

Cours

6 Exponentielle complexe

Définition 9 : Exponentielle complexe
e Pour (a,b) € R,

Propriété 21 : Opérations

Propriété 22 : Egalité

e = ¥ <= e = ...
= Y —z= ...
Re(z) = ...oooiont.
<
Im(z) = ............

Propriété 23 : Equation e*=a,acC

e Sia=0,
e Sia#0, ...
T e

7 Géométrie

7.1 Interprétations géométriques
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Soit I’équation e* =a d’inconnue z € C

e Cercle de centre A(z4) et rayon r > 0 :

’ ’ 1 ’ e®
ert? = o7e? e~ % — 67 e?—% = e eh? — (ez)n7 nez M(z) c C(A,T) = e
o —e? | = eRe(?) arg(e?) = Im(z) [27
‘ ‘ g( ) ( ) [ } = R

o Colinéarité : Pour @ # 0, ¥ # 0

e Alignement : Pour A, B, C distincts,

4/ 6

7.2 propriétés géométriques (non exhaustives)

i, U colinéaires <=  ............ciioi...

— —
A, B, C alignés < AB, AC

Ulv = (V)= ............
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8 Second degré

8.1 Equation du second degré

Propriété 24 : Solutions des équations du second degré
Q(z)=az2+bz+c=0
A =b? — dac = §2

Soit I’équation d’inconnue z € C

On note le discriminant de cette équation

e SIA=0,

et Q(z)= .o
e Si A#0,

I’équation posséde une racine double zp =.........

I’équation admet deux racines distinctes

Propriété 25 : Produit et somme des racines

Si 21 et 2 sont les racines du polynémes Q(z) = az? + bz +c =0
(avec z; = 2o dans le cas de la racine double),

alors

Propriété 26 : Solutions des sommes et produits

Z122 =P

it s sont les couples (z1, 22)

Les solutions du systéme {

solutions de I’équation

8.2 Racines carrées d’un complexe

Soit z=a+1ib Oncherche §=z+iy telque 6% =z

Exemples : Trouver les racines carrées de 2+1i puisde 1-—3i
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9 Racines n®mes

Définition 10 : Racines ni¢mes
Soient n € N* et Z € C*

z est une racine n®¢ de Z si et seulement si

z est une racine n®™¢ de 'unité si et seulement si

On notera I’ensemble des racines n®™s de 'unité

Propriété 27 : Racines n®™es de 'unité

L’équation 2™ =1 admet n solutions distinctes dans C qui sont
de la forme

2E = avec k€ (ou k €
Onadonc U, ={ }

Propriété 28
Les racines de I'unité s’écrivent aussi
2= e, AVEC W= tirriinrnnnnn

Propriété 29 : Racine ni*™es de 2
Soit Z = Rel® #£0 (avec R > 0)
Alors léquation 2" = Z admet n solutions distinctes qui

s’écrivent

2l T e avec k€ ...
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