Physique PCSI-1 Lycée Chateaubriand-Rennes

Chap. VII : Systemes de points, grandeurs cinétiques et théoremes
généraux.

Introduction : Dans ce chapitre, notre objectif est de généraliser I'étude de la mécanique du point a des
systémes de points.

I: Grandeurs cinétiques

1) Présentation
Considérons un systéme de N points matériels observés dans un référentiel R :

A
R Mg("‘h)
M, (.mz) . ° ¢
) M;(m;) ) 1\./[N(mN)
0 >

On note 7, = OM, le vecteur position du point M; et v; = (%) son vecteur vitesse. Soit S le systéme
R

composé de I'ensemble des N points matériels observés dans un référentiel R :
S = {Ml’ Mz, e s ,Mi, ’MN}
Déterminons les grandeurs cinétiques de S dans R :

¢ larésultante cinétique (ou quantité de mouvement) : p(S)g
. le moment cinétique : Lg(0)
° I'énergie cinétique : E-(S)g

mais au préalable, définissons le centre d'inertie G du systeme.

2) Centre d'inertie (ou de gravité) d'un systéeme

-a- Systeme de 2 points mateériels :

Considérons un systéeme de 2 points matériels S = {M,, M, }. Par définition, le centre d'inertie de S noté
G est donné par :

ml. OMl + m2.0M2 = (ml + mz).O_G) = mT.O_G)

en notant m; = m, + m, la masse totale du systéeme.
Explicitons GM, et GM, :
OM; = 0G +GM,
OM; = 0G +GM,
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ml. (mf + GMl) + mz. (O—G) + GMz) = (Tn1 + mz).O_G)

Ce qui nous conduit a :

—_—

my.GM; +m,.GM, = 0

Posons 7 = M; M, et explicitons GM, et GM, en fonction de 7 :

m m _—
# = MM, = M,G + GM, = —GM, + GM, = —GM, — —GM, = — (1 +—1).GM1
ms ms

On établit ainsi que :

Illustration :

Mlgml) CI; M;(m,)

o Pourmy = m, on vérifie que ||GM;|| = ||GM;|| = =

2
o Pourmy >my, ||[GMy]| > ||GM].
o Pourmy » my, ||GM;|| > ||GM|.
e Pour % — oo : on peut assimiler M, aG.
2

-b- Systéme de N points matériels :
Considérons un systeme S composé de N points matériels : S = {M,M,,....,M,,....,My}. En
généralisant la définition précédente, on peut définir le centre de gravité G de S :

M=M=

...
1]
-y

3) Résultante cinétique
La quantité de mouvement de S = {M;,M,,....,M;, ...., My} est égale a la somme des quantités de
mouvement de chacun des points qui composent le systéme :

N N
pP(Sr = zmi-ﬁi = z Pi
i=1 i=1

Avec YN . m;.OM, = mT.ﬁ, en dérivant par rapport au temps :
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d dOM d0G i
z m;. z m;. v; =mr. dt =mr.U(G)g
R

i=1

Ainsi, la résultante cinétique du systeme S = {M;, M, ...., M,, ...., My} est donnée par :

B(S)r = mr.9(G)g
avec my = YN, m; masse totale du systéme.

4) Moment cinétique
Soit ZS(O)R le moment cinétique du systeme S = {M;,M,, ..., M;, ...., My} par rapport a O dans R.
Notons L;(0)x le moment cinétique du point matériel M; par rapport a O dans R :

L;(0)g = OM, Am;.

Le moment cinétique de S par rapport a O dans R est la somme des moments des points matériels M;
par rapporta O dans R :

N N
Ls(0)g = Z Li(0)g = Z OM, Am;.v;
i=1 =1

5) Energie cinétique
Soit E-(S)g I'énergie cinétique du systeme S = {M;, M, ...., M;,...., My} dans R et E;; = ml v;?

I'énergie cinétique du point matériel M; dans ce référentiel. L'énergie cinétique de S dans R est Ia somme
des énergie cinétiques des points matériels qui composent le systéme :

1 2
Ec(S)r = zECl = ZE m;. v;

I1: Théorémes généraux

1) Présentation
Supposons que le systeme S = {M;, M,, ..., M;, ...., My} soit observé dans un référentiel R galiléen.

A

R M%(mﬂ

M, (.mz) . ° °

) M;(m;) ) IL/IN(mN)
0 >

Que deviennent les théoremes généraux de la mécanique :

o le principe fondamental de la dynamique

e e théoréeme du moment cinétique

o le théoréme de I'énergie cinétique (et théoremes associes)
pour le systeme de points S = {M;,M,, ..., M;, ...., My} ?
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2) Théoreme de la résultante cinétique

Supposons que le point matériel M; de quantité de mouvement p; = m;. v; soit soumis a l'action de
forces intérieures (action des points matériels M;,; de S sur M;) et extérieures dans le référentiel R

galiléen. Appliquons le principe fondamental de la dynamique au point matériel M; dans R :
dﬁ - -
<d_tl> = Fintsi + Fexeoi
R
avec :

e F.,,; : résultante des forces intérieures sur M;
e F,..; résultante des forces extérieures sur M;

Sachant que B(S)g = XN, B = mr. 5(G)g :

dp(Sr\ _
dt R__

4

=

N

dﬁ > >
(d_tl> = z Fingsi + Z Fextoi
R ;

i=1 i=1

N
=1

Principe des actions mutuelles :
Le principe des actions mutuelles postule que si un point matériel M; exerce une force ﬁiﬂ- sur un point
materiel M;..; alors le point M; exerce une force opposée sur M; :

-

-0 = _Fi—>j

LT

-

i~j + Fjoi = 0

~

En sommant les forces intérieures par couple de forces, on établit ainsi que la résultante des forces
intérieures au systeme S = {M;, M,, ..., M;, ...., My} est nulle :

=1
Ainsi :
- N
(dP(S)R> _ =
dt - Z ext—1
R i=1
Sachant que p(S)g = my. ¥(G)g :
dp(S
< p(gt)R> = my.d(G)g
R

Notons F,,, la résultante des forces extérieures sur le systéme :
N

- -
Fexe = ext—i

i=1
On établit le théoréme de la résultante cinétique :

mT-C-i(G)R = ﬁext

avec my = YN, m; masse totale du systéme S = {M;,M,, ....,M;, ...., My}.
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3) Théoreme du moment cinétique

Soit Zi(O)R = OM, A m;.v; le moment cinétique de M; par rapport a rapport & O dans R galiléen.
Appliquons le théoréme du moment cinétique a M; :

<dzi(0)R

dt > = OMLA(ﬁint—»i + ﬁext—d) =0M, A ﬁint—n’ + O0M, A ﬁext—>i
R

Sachant que :
N N
Ls(0)g = z Li(0)g = z OM, A m;.¥;
i=1 i=1

appliguons le théoréme du moment cinétique au systtme S = {M,, M,, ..., M;, ...., My} par rapport a O
dans R galiléen :

dLs(0) & (dL;(0) N
S R — Z VR =Z(0—]W;A ﬁint—n' +0—M)Aﬁext—>i)
dt R = dt R

i=1

d
(LS(O)R> ZM(O)F +ZM(0)F y

Exprimons le moment par rapport & O de la force ﬁjﬂ- intérieure exercee par le point matériel M;..; sur
le point M; :

M;;(0) = OM, A Fy_;
De la méme maniére, exprimons le moment par rapport a O de la force ﬁiﬂ- exercée par le point matériel
M; sur le point M; :

—_—

Ml—U(O) = OM] A F-)l'_,j
Le moment résultant est :

My, ;(0) = M;_;(0) + M;,;(0) = OM, A F;_; + OM, A Fi,;

Sachant que I?,-_,i = —ﬁiﬂ- par application du principe des actions mutuelles :

_—

M;,;(0) = (OM, — OM,)A F;,; = M\M, A F;;
M; et M; etant des points matériels, la force F"l-ﬁj est colinéaire a M, M, et ﬁiﬂ-(O) =
En sommant les moments des forces intérieures par couple, on établit que :

N
D W(0)z,, = ) OMAFye =0
i=1

On établit ainsi le théoreme du moment cinétique appliqué a S = {M;, M,, ...., M;, ...., My} par rapport
a 0 dans R galiléen :

<dLS(0)R> Z bl )Fext
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4) Théoréme de I'énergie cinétique (et théorémes associés)
Appliquons le théoréme de I'énergie cinétique a M; dans R galiléen :

AEc; = Fipoi- ATy + Foyni. AT = Wi + SWexeosi
Sachant que :

N

N
1 2
Ec(S)r = zEci = Zimi'vi
i=1

i=1
on établit le théoréme de I'énergie cinétique pour le systtme S = {M;,M,, ...., M;, ...., My} dans R

galiléen :
dEc(S)gr = 6Wint + SWeyt

avec :
¢ SWine = XN, SWine; - travail élémentaire résultant des forces intérieures
o SWeyxr = XN 8Weye; : travail élémentaire résultant des forces extérieures

-

Remarques : on peut noter ﬁjﬂ- = —F;_,j n'implique pas la nullité du travail des forces intérieures. En
effet : Sw;,; = F,_;.dOM; + F,_;.dOM; = F_,;. dM,M,. En coordonnées sphériques, posons F;_,; =
F(r).u, etdM,M, = d7 = dr.1i, :

Swipj =F(r).dr #0 donc Swi, # 0

Le travail des forces intérieures est nul (w;,; = 0) si le systeme est indéformable

Théoremes associés :
e Théoreme de la puissance cinétique :
dEc(S)r
(e
e Théoréme de I'énergie mécanique :
Dans le bilan des forces intérieures et extérieures, distinguons les forces conservatives des forces
non conservatives :

) = Pint + Pext
R

— Cc NC
6Wint - 5Wint + 6Wint

SWexr = 6Wextc + 5WextNC
Par définition :
SWint© = —dEpine 81 SWex " = —dEpey;
Soit E,,,(S)g I'énergie mécanique du systéeme S = {M;, M5, ...., M;, ...., My} dans R galiléen.

Par définition :
En(S)r = Ec(S)r + Eptor

avec Ep;or = Epint + Epext - €nergie potentielle totale du systeme. A partir de ces relations, on
établit le théoréme de I'énergie mécanique :

dEn, (S)R = 6WintNC + SWextNC
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e Théoréme de la puissance mécanique :

(dEm (S)r

C C
dt > = PintN + PextN
R

e Intégrale premiére de I'énergie cinétique :
Si le systeme S = {M,,M,, ...., M;, ...., My} n'est soumis qu'a des forces conservatives, ou s'il
est soumis a des forces non conservatives qui ne travaillent pas (Sw;,:N¢ + w,,N¢ = 0) alors
I'énergie mécanique du systeme est constante :

dE,(S)g =0 donc E,,(S)g = cte

Synthese

Soit S = {M;,M,, ...., M;, ...., My} un systeme de points matériels.
e Le centre d'inertie de S, noté G est défini par : ¥V, m;.OM, = m;.0G ou ¥, m;.GM, = 0.

e Résultante cinétique : p(S)g = XN m. v = mp. ¥(G)g

e Théoreme de la résultante cinétique : my.d(G)g = Foxt

e Théoreme du moment cinétique : (dLZ—(tO)R) =) M(O)ﬁext
R

e Théoreme de I'énergie cinétique : dE-(S)gr = SWine + SWeyt

dEc(S)r

e Théoreme de la puissance cinétique : ( ”

) = Pint + Pext
R

Soit E,,,(S)g I'énergie mécanique de S dans R: E,;,(S)gr = Ec(S)g + Ep tor V€C Ep tor = Epint +
Epey: - €nergie potentielle totale du systéme :

e Théoréme de I'énergie mécanique : dE,,,(S)g = Wi V¢ + W,y NC

e Intégrale premiére de I'énergie cinétique : si Sw;, ¢ + dw, V¢ = 0 alors E,,,(S)z = cte



