Physique PCSI-1 Lycée Chateaubriand-Rennes

Chap 111 : Energie d’un point matériel

Introduction : Dans ce chapitre, nous allons étudier 1’énergie d’un point matériel (de « exergia » en
grec, signifiant « force en action »). Nous définirons le travail et la puissance d’une force. Nous
poursuivrons avec la définition d’une force conservative et de la fonction énergie potentielle associée.
Apres avoir rappelé les définitions des fonctions énergies cinétique et mécanique, nous établirons les
théorémes énergétiques associés. Nous finirons ce chapitre par une étude qualitative de la nature de la
trajectoire d'un systéme conservatif a un degré de liberté a partir du profil de sa fonction énergie
potentielle totale (positions d'équilibre et stabilité).

| : Travail et puissance d'une force

1) Présentation
Considérons un point matériel M (de masse m) soumis a l'action d’une force extérieure F dans le
référentiel R galiléen :

—

r\\é/ __Trajectoire de M
| %

dl

v

X

On note dl le déplacement élémentaire du point M dans R défini par :

dl

MOM(+dt) =d (W(t))

2) Travail élémentaire d’une force
Entre ¢t et t + dt, le travail élémentaire de la force F noté sw (lire « delta W » de « work » en anglais)
est defini par :

sw=F.di

Si 6w > 0, la force F est motrice (elle favorise le déplacement du point M). Si dw < 0, la force F est
résistante (elle s’oppose au déplacement du point M). Si w = 0, la force F ne travaille pas.

Homogénéité et unité :

Sachant que 1’homogénéité d’une force est : [Force] = M.L.T 2, on vérifie que le travail d’une force
est homogeéne a une énergie : [dw] = [Force]. [distance] = M.L?.T~2. L’unité de travail dans le
systéme international est le Joule (1] = 1 kg. m2.s72),

Rq. : Avec di=d (O—I\Z(t)) le travail élémentaire de la force F dépend du référentiel d’étude.
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3) Travail d’une force entre deux points

Entre deux points A et B, le travail de la force F est égal a la somme des travaux élémentaires entre ces
deux points :

B B
WA_)B=f5W=fﬁ.EI)
A A

A
Z
A —
/—r—\\év// __Trajectoire de M
M B -
dl
0 %

4) Travail de plusieurs forces
Supposons désormais que le point matériel M (m) soit soumis a I’action de plusieurs forces extérieures :

A

i=1

13

~

On note §w,¢s = F,s. dl le travail élémentaire des forces extérieures. Le travail résultant entre les points
A et B est égal a la somme des travaux élémentaires entre ces deux points :

B N
N
Wiés,aA»B = (Swres e dl = Wi a-B
A i=1

avec wi4p = fA F.di

5) Hlustration

On considére un pendule simple composé d’un fil inextensible de
longueur | (de masse négligeable) et d’un point matériel M de
masse m. Dans le référentiel terrestre supposé galiléen, nous

supposerons que M n’est soumis qu’a son poids p et a la tension T l

exercée par le fil.
Déterminons le travail des forces extérieures sur M entre les points
AetB:

Q,

- —

5Wf=T. l=0

YA

La tension T exercée par le fil ne travaille pas.
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En effet, dans la base de coordonnées polaires : T =-T. u, et di=1 db.ug.

On vérifie que :

Swgz =T.dl = (-T.4,).(l.d0.1g) = 0

Déterminons maintenant le travail du poids :

Swy = p.dl
En projetant dans la base de coordonnées cartésiennes : p = m.g = m.g.u, et dl = dx.u, + dz.u,.
On établit que :

Swy = (m. g.uy). (dx. 1y + dz.1i,) = m.g.dz

Entre les points A et B :
B

B
Wj asp = fm.g.dzzm.g..[dz =m.g.(zg — z,)
a A

Ennotantque zg —z4, =1 :
Wﬁ,A—>B = mgl

On peut noter que le travail du poids ne dépend que de la différence de hauteur entre les deux points A
et B. On vérifie que le travail du poids de A — B est moteur : wj 4,5 > 0.

De la méme maniére, on établirait que le travail du poids de B — A serait résistant :

Wﬁ,B—)A =m.g. (ZA —ZB) = _Wﬁ,A—>B = _mgl <0

dl dans la base intrinseque de la force. C’est ce que nous avons fait ci-dessus en

Afin de gagner en efficacité, il est judicieux d’expliciter le déplacement élémentaire

A explicitant dl en coordonnées polaires pour wy et en coordonnees cartésiennes pour

5Wﬁ.

Pour illustrer cette remarque, reprenons le calcul du travail du poids dans la base de coordonnées
polaires :

—

p.di

5Wﬁ
Avec B =m.g.cos6 .U, —m.g.sin6.1g etdl = 1.d6.Tg :
dwz =—-m.g.l.sin6.do

Entre les points Aet B :
B

B
W35 4sp = f —m.g.l.sinf.do = —m.g.l.f sinf.df = m.g.l.[cos 6]
a a

En notant que 64 = get 6 = 0 on Vérifie que :

Wi anp =m.g.l. (cos 0 — cos (g)) =m.g.l

On vérifie que ce calcul est plus « laborieux » dans la base de coordonnées polaires !...
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6) Puissance d’une force

Considérons un point matériel M de masse m soumis a ’action d’une force extérieure F dans le
référentiel R galiléen. La puissance de cette force est définie comme étant le travail €élémentaire de cette
force par unité de temps :
sw
P=ar

Avec w = F.dl et 5(M)p = (dO—M)R = (d—i) on établit que :
R

Si le point matériel M (m) est soumis a I’action de plusieurs forces extérieures :
N

Z i = Fres

i=1
la puissance résultante est égale a la somme des puissances des différentes forces :

y

y

_ 6 Wrés

o~

?részz'?izz

N N
i=1 =1

Homogénéité et unité :
La puissance est homogéne a une énergie par unité de temps : [P] = M.L2.T~3. Dans les unités du
systéme international, I’unité de puissance est le Watt (1 W = 1 kg.m?.s73).

Rg. : Comme le travail, la puissance est relative au référentiel d’étude.

Il : Force conservative et énergie potentielle associée
1) Définition

Une force F est conservative si le travail de cette force entre deux points A et B ne dépend pas du
chemin suivi mais uniquement de la position initiale A et finale B.

Revenons sur I’expression du travail du poids entre les points A et B établie en I-5) :

Wpaop =M. g-(Zp — 24)
On constate que le travail du poids entre les points A et B ne dépend pas du chemin suivi pour aller de
A & B mais uniquement de la position initiale A et finale B (repérées respectivement par z, et zg). On

en conclut que le poids est une force conservative.

Sur un contour fermé (position initiale et finale A) le travail d'une force conservative (notée ﬁc) estnul :
jﬂ FC.di=0

Cette relation permet de déterminer le caractére conservatif (ou non) d’une force.
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Exemple 1 : travail du poids sur un « contour fermé » :
Wpasa =M.g.(2a —24) =0
Exemple 2 : la force de frottement fluide f = —a. (M) est-elle conservative ?
Supposons que le pendule simple étudié en 1-5) soit également soumis a I’action d’une force de

frottement fluide f = —a. V(M) (avec a coefficient de frottement fluide « > 0) :

0 LA

Q,
4—

6(t)

f
M(m)
v(M)p

B

Entre t et t + dt le travail élémentaire de la force de frottement est : 5wf = fgl) = —a. ﬁ(M)R.a.

En notant que di = B(M)g. dt :
Sw;y = —q.v?.dt <0

Quel que soit le déplacement élémentaire du point M, le travail élémentaire de la force de frottement est
négatif... on en déduit que sur un contour fermé (quelconque) le travail de cette force ne peut-étre nul,
donc la force de frottement fluide est une force non-conservative.

2) Energie potentielle
Compte tenu du fait que le travail d’une force conservative entre deux points A et B dépend uniquement

de la position initiale A et finale B, le travail de cette force peut s’exprimer sous la forme de 1’opposé
de la variation d’une fonction, appelée énergie potentielle associée :

—

B
wC, = f FC.dl = —(Ep(B) — Ep(A)) = —AEp,
A

Cette relation est vérifiée quel que soit le chemin emprunté pour aller du point A au point B. Elle est
donc vérifiée pour un déplacement élémentaire di:

—

SwC = FC.dl = —dEp

Cette relation permet de déterminer la fonction énergie potentielle dont « dérive » une force F
conservative.
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3) Application A
-a- Energie potentielle de pesanteur z
Nous savons que le poids est une force conservative. 2y e M(m)
Déterminons la fonction énergie potentielle, appelée énergie i g Tﬁz
potentielle de pesanteur (notée Epp) dont dérive le poids. Pour
cela, considérons un point matériel M de masse m plongé dans 0+
un champ de pesanteur g supposé uniforme :
Swy = p.dl = —m.g.dz = —dEpp 7
Soit :
dEpp
dz =m.g

En primitivant, on établit I’expression de 1’énergie potentielle de pesanteur : Epp(z) = m.g.z + A ou
A est une constante additive définie de maniere arbitraire.

Si on fait I’hypothése que 1’énergie potentielle est nulle pour z = 0 alors A = O et :
EPP(Z) =m.g.z

Rq. : on peut noter que le signe de w; (et donc Epp) dépend de I’orientation de I’axe Z'Z (cf I-5). Si
laxe Z'Z est orienté dans le méme sens que g alors Epp(z) = —m. g.z. On sera attentif au fait que
1’énergie potentielle de pesanteur augmente quand z augmente.

-b- Energie potentielle élastique

Considérons un point matériel M de masse m soumis a 1’action d’un ressort de masse négligeable, de
longueur a vide [, et de constante de raideur k.

M(m)

0 /

»
»

X' X

La force de rappel exercée par le ressort sur M est donnée par la loi de Hooke : T = —k. (I(t) — lp). 1, =

—k.x(t).u, (avec x(t) = I(t) — I, allongement du ressort). Nous avons vu en début d’année que cette
force dérive d’une fonction énergie potentielle élastique Epg = %k. x2. Retrouvons cette expression sachant
que :

—

sw€ = FC.dl = —dE,

En explicitant dans la base de coordonnées cartésiennes :

—

w=T.dl = —k.x.dx = —dEpg
Soit :
dEpg _

k.
dx x
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En primitivant, on établit que : Epg = %k.x2 + A ou A est une constante additive définie de maniére
arbitraire. Si on pose que Epg = 0 pour x = 0 alors A = 0 et on vérifie que :

E —1k Z
PE—Z.x

-c- Energie potentielle de gravitation
Soit deux masses ponctuelles M, (m,) et M, (m,) en interaction gravitationnelle. La force 131_)2 exercée par
M, sur M, est donnée par la loi d’attraction universelle (ou 4°™ loi de Newton) :

M;(my) -
)QT’ __________________ Fl_)z M2 (mz)
U, 4\(
= _ G.ml.mz — - M1M2
Fi,=— 2 Ur avec u, = TR

avec r = M;M, : distance entre les points matériels et G = 6,67.107* m3.kg=1.s72 constante
d’attraction universelle. En faisant I’hypothése que la force d’attraction gravitationnelle est une force
conservative, établissons 1’expression de la fonction énergie potentielle de gravitation Ep; associée.
Posons :

—

swC = FC.dl = —dE,
En explicitant dans la base de coordonnées polaires :

L = G.my.my.dr
ow =F;_,,.dl = 2 = —dEpg

en posant que di = d(MM,) = dr. 1,

Soit :
dEp; G.my.m,
dr r2
En primitivant, on établit que :
G.my.m,
EPG = - f + A

Si on pose que Ep; = 0 pour r — oo alors A = 0 et I’énergie potentielle d’interaction gravitationnelle

a pour expression :
= G.my.m,
PG — r

-d- Energie potentielle d’interaction coulombienne

Considérons deux charges ponctuelles g, et g, auxquelles on associe les points M; et M,. Supposons
que ces deux charges soient au repos dans le vide a une distance r = M; M, dans un référentiel R
galiléen. La force d’interaction électrostatique F,_,, exercée par M, sur M, est donnée par la loi de
Coulomb :

= q1.92 = = MM,
F. = U, avec u, =
1-2 4.71'.80.7"2 r r M1M2
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Schéma pour g4.q, < 0 (force attractive) :

M1(q1) =
)\\a* ___________________ F1—>2 MZ (QZ)
Uy — 5

oUl &, est appelée « perméabilité » du vide. Dans les unités S.1. : g, = 8,85.10712 F.m™1. Deux charges
de méme signe (q4.q, > 0) se repoussent et deux charges de signes opposés (q;.q, < 0) s’attirent.

En faisant I’hypothése que la force d’interaction coulombienne est conservative (cf 11-3-b), on établit
que :

S .qq.dr
8w=FLle=£%%t75=—d&m

Soit :

dEpc 419

dr 4.m.gy.1?
En primitivant :

q1-92
Epc = 4.m. .7

Si on pose que Epc = 0 pour r — oo alors A = 0 et I’énergie potentielle d’interaction coulombienne a
pour expression :

Exemple : 1’énergie potentielle d’interaction d’un électron (¢ = —e) avec un proton (q = e) est :

Epe = ———
¢ 4.1 8.7

4) Exercice
Dans un gaz a I’équilibre thermodynamique, 1’interaction entre deux atomes (ou molécules) est décrite
par I’énergie potentielle de Lennard-Jones (communément appelé « potentiel » de Lennard-Jones) :

A B
Er(="5%-7

avec A et B constantes positives et r distance inter atomique (ou moléculaire).
1) Montrer que la fonction Ep () admet un minimum et représenter ’allure de la fonction.

2) Déterminer la force F dérivant de la fonction Ep (7).

3) Sur I’allure de la fonction Ep(r), préciser dans quel domaine la force résultante est attractive et
répulsive.

4) Commentaires : quelles sont les origines de ces forces (cf Principe d’exclusion de Pauli et force de
Van Der Waals) ?

Correction :
dEp(r) _
dr B

1) La fonction Ep(r) admet un extremum s’il existe une valeur de r pour laquelle : 0. En

explicitant :
dEp(r) _ 12A+6B

dr ri3 r7
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dEp(r)\ _ 124 6.B _
dr , o 7

0

0

Soit :

1
2.A\6
n=(%)

avec A et B constantes positives

On vérifie que Ep(r) admet bien un extremum.
e Pourr—0,Ep(r) ~ T% — 0

e Pourr —> oo, Ep(r) ~ —:;6—> 0~
La fonction Ep (r) admet un minimum pour r = 7.

Allure de la fonction Ep (1) :

A
Ep(r)

"Potentiel” de Lennard — Jones

v

Soit :
- dEp
) =-—
En explicitant :
12.A 6.B
F(T) = 13 7

On en déduit que :

—

Uy

S 12.A 6.B
=(r13 7)

3) La force F=F@). , décrit ’interaction entre deux atomes ou molécules. Si F(r) > 0, la force est
répulsive. Si F(r) < 0, la force est attractive.



Physique PCSI-1 Lycée Chateaubriand-Rennes

dE dE , .
e Pourr <, d—rp <0doncF(r) = —d—: > 0 : la force est répulsive.
dE dE .
 Pourr >ry, —=>0donc F(r) = ——= < 0: laforce est attractive.

4) Origines de la force F= F(r).u, qui dérive du « potentiel » de Lennard-Jones :

e A courte distance (pour r < 1) : principe d’exclusion de Pauli. Deux électrons ne peuvent étre
dans le méme état quantique. Ceci se traduit par une force répulsive trés intense (proportionnelle
a 1/r'3) de courte portée.

e Agrande distance (pour r > 1) : force de Van-Der-Waals. Les interactions dipolaires (Keesom,
London et Debye) ont un effet attractif a « grande distance » dans les fluides.

Ordre de grandeur : ry ~ nm.

11 : Théoréme de I’énergie cinétique

1) Présentation
Considérons un point matériel M de masse m soumis a I’action des forces extérieures Y, F; = Frgq
dans un référentiel R galiléen. On note p(M)g = m.v(M)g la quantité de mouvement de M dans R et

Ec(M)g = %m. v(M)R2 = %m. v2 son énergie cinétique. Etablissons le théoréme de I'énergie cinétique.

rés . .
f"\ ” g - Trajectoire de M

2) Théoreme de la puissance cinétique
Appliquons le principe fondamental de la dynamique a M dans R :

dp(M)g\  (dv(M)g\ _ -
dt . =M\ X rés

Projetons cette relation sur v(M)g :

dt
Avec :
N N
Pres = Z?i = Z _)i-ﬁ(M)R = ﬁrés-ﬁ(M)R
i=1 i=1
Et:

1 2 1 - 2
Ec(M)g = Em-V(M)R = Em-V(M)R

10
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dEc(M)g\ dv(M)g
<—dt >R =m.v(M)g. <—dt >R

On établit le théoréme de la puissance cinétique (TPC). La dérivée de I’énergie cinétique par rapport au
temps est égale a la puissance des forces extérieures :

dEc(M)g\ _
(dt— . = Pres

3) Théoréme de 1’énergie cinétique

SWyg . . Lo 5 s c e
Avec Ppsg = % on ¢établit le théoréme de 1’énergie cinétique entre t et t + dt :

dEc(M)g = Wres

Entre deux points quelconque A et B :

B
f dEc(M)g = E¢(B) — Ec(A) = AEg, (M)
A

= Wyés,4-B

—
<%
RS
a~
Il
b\ -
e
ai\
Nl

On établit que :

AECA_,B (M)R = Wyrés,4-B
Nous retiendrons les expressions du théoreme de 1’énergie cinétique (TEC) :

e Entretett + dt, pour un déplacement élémentaire di:

dEc(M)g = 6Wrgs
e Entre deux points A et B :

AECA_,B (M)g = Wrés,A—»B

4) Exercice

On considére un pendule simple composé d’un fil inextensible
de longueur [ (de masse négligeable) et d’un point matériel M
de masse m. Dans le référentiel terrestre R supposé galiléen, on
suppose que M n’est soumis qu’a son poids p et a la tension T
exercée par le fil. On lache le pendule sans vitesse initiale
depuis le point A repéré par 1’angle 9.

1) Déterminer la vitesse du point M en B a partir du théoréme
de I’énergie cinétique.

2) Que devient la vitesse pour 6, = > 2

3) Comparer cette vitesse a celle d’une chute libre d’une
hauteur h = [. Commenter.

11
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Correction :
1) Le systéme M (m) est soumis a deux forces dans le référentiel terrestre supposé galiléen : le poids p

et a la tension T exercée par le fil. Appliquons le théoréme de I’énergie cinétique a M entre les points A
etB:
AEc, (M)g = W5 a8 + W5 45

La tension T du fil ne travaille pas (6wz = T.dl = 0) :
AECA_,B(M)R = W3 a-B
Sachant que la vitesse de M en A est nulle :

1
AEc, (M)g = Ec(B) — Ec(A) = Ec(B) = Em.vz(B)
En explicitant :

1
Em.vz(B) =m.g.h

Avec h différence de hauteur entre les points A et B, en notant le poids est moteur :
0 -
g

Vo o5

Graphiquement, on constate que : h =1 —1[l.cos 8, = L. (1 — cos 6,). Soit :

v(B) = \/Z.g. [.(1—cosBy)
2) Pour 6y =~ : v(B) = /2. 9.1

3) Pour une chute libre d’une hauteur h = [ :

AECAQB (M)R = WﬁyA—)B = mgl Z A
. Y A— A
Avec une vitesse initiale nulleen A :
1 A .
AEc, ,(M)gp = Ec(B) = S m v?(B) l o M(m) ig Tuz
On établit que : 5
1 ........
-m.v3(B) =m.g.l

2 ZI

On constate que : v(B) = ,/2.g.l. Pour le pendule simple comme pour la chute libre, le travail des
forces extérieur est le méme donc la norme de la vitesse est la méme... le fil modifie le sens du vecteur
vitesse.

12
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IV : Théoreme de I’énergie mécanique

1) Energie mécanique
On considére un point matériel M de masse m soumis a 1’action des forces extérieures Y~ , ﬁ'i = ﬁrés
dans un référentiel R galiléen. Par définition, I'énergie mécanique de M dans R notée E,,,(M)y est :

Epn(M)g = Ec(M)g + Eptor
ou Ep;,; est I'énergie potentielle totale de M.

2) Théoréme de 1’énergie mécanique
Supposons qu'une partie des forces s'exercant sur M soit conservative. On note : Fss = F% + FJiS avec

-

F£, résultante des forces conservatives et F7%¢ résultante des forces non-conservatives s’exergant sur M
dans R. On note dwy, et SwykS les travaux élémentaires des forces conservatives et non-
conservatives définis par :

Appliquons le théoreme de I'énergie cinétique a M entre t et t + dt :

dEc(M)g = 8wres = 6Wygs + SWrgg
Par définition :
5W1€és = ﬁrCéS'dl = —dEptot
Soit:
d(Ec(M)g + Eptor) = Swygs

Avec E,,(M)g = Ec(M)g + Ept,: On établit le théoréme de I'énergie mécanique (TEM), entre t et t +
dt (généralisable & deux points A et B comme le théoréme de 1’énergie cinétique) :

3) Théoreme de la puissance mécanique
Soit P%< la puissance résultante des forces non-conservatives définie par :

rés

n.c
n.c __ 5WT‘éS

rés — dt
Par unité de temps, le théoréme de 1’énergie mécanique conduit au théoréme de la puissance mécanique :

dEq(M)r _ _nc
dt—_ Tés

4) Intégrale premicre de 1’énergie cinétique
Supposons que le travail élémentaire des forces non-conservatives soit nul : SwygS = 0.
Pour cela, soit :

e e systéme n’est soumis qu’a I’action de forces conservatives.
o le systéme est soumis a I’action de forces non-conservatives mais celles-ci ne travaillent pas.

13
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Alors ;
dE(M)g =0

L'énergie mécanique de M dans R est constante. Ceci constitue I’intégrale premiére de 1’énergie
cinétique :

Si le travail élémentaire des forces non-conservatives est nul (SwysS = 0) alors I'énergie
mécanique de M dans R est constante :

En(M)g = Ec(M)g + Eptor = cte

Ilustration : Reprenons 1’exercice étudié en I11-4, question 1).
On considére un pendule simple composé d’un fil inextensible de
longueur [ (de masse négligeable) et d’un point matériel M de
masse m. Dans le référentiel terrestre R supposé galiléen, on
suppose que M n’est soumis qu’a son poids p et a la tension T
exercée par le fil. On lache le pendule sans vitesse initiale depuis
le point A repéré par ’angle 6.

1) Montrer que I’énergie mécanique de M est constante.

2) Déterminer la vitesse du point M en B.

Correction :
1) Le systeme M de masse m est observé dans le référentiel terrestre R supposé galiléen. Dans ce

référentiel, M est soumis a son poids qui est une force conservative et a la tension T qui ne travaille pas.
Donc le travail des forces extérieures non-conservative est nul (w,%S = 0) et ’énergie mécanique de
M dans R est constante :

E,,(M)g = cte

2) En appliquant I’intégrale premicre de 1’énergie cinétique : E,,(A) = E,,(B). En explicitant :
Ec(A) + Epp(A) = Ec(B) + Epp(B)

En posant arbitrairement que 1’énergie potentielle de pesanteur est nulle en B, sachant que la vitesse est
nulle en A on établit que :

Epp(A) = Ec(B)
En explicitant :

1
m.g.l.(1 —cosf,) = Sm v2(B)

On vérifie que :

v(B) = \/Z.g. [.(1 —cosB)
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5) Exercice

On considére une bille assimilée a un point matériel M de masse m observé dans le référentiel terrestre
suppose galiléen. On lache la bille sa vitesse initiale depuis le point A une hauteur h au-dessus du sol.
Dans toute cette étude, nous négligerons les phénomeénes dissipatifs (forces de frottement solide et

fluide).
D
M(m)
| >
+
'\RA
B C

4—
Q,

1) Que peut-on dire de 1’énergiec mécanique de M dans cette étude ? Justifier.
2) Déterminer la vitesse de M en B, en C eten D.
3) Quelle serait la vitesse en un point M quelconque repéré par I’angle 6(t) dans la gouttiére ?

4) On note N la réaction de la gouttiére sur M. A quelle condition sur Nle point matériel M peut-il
effectuer un « looping » dans la gouttiére ?

5) Déterminer la valeur minimale de h (notée h,,;,) pour que le point matériel M puisse effectivement
faire un « looping » dans la gouttiere.

Correction :
1) Dans le référentiel terrestre supposé galiléen, le systeme est soumis a deux forces : son poids p et la
réaction du support N.En négligeant la force de frottement solide, la réaction N est normale au support
donc elle ne travaille pas :

5Wﬁ = ]VE[ =0

Le poids est une force conservative, donc le travail des forces non-conservatives est nul (§wygs = 0) et

1’énergie mécanique de M est constante :
En,(M)g = cte

2) Nous savons que : E,,(A) = E,,(B) = E,;,(C) = E,,,(D). Faisons le choix arbitraire que 1’énergie
potentielle de pesanteur est nulle en (B) respectivement (C) :

En(A) = Ec(A) + Epp(A) =m.g.h

1

Em(B) = Ec(B) + Epp(B) = Em-vz(B)
1

Eqm(C) = Ec(C) + Epp(C) = Em-vz(C)

1
E,,(D) = Ec(D) + Epp(D) = Sm v2(D) + m.g.(2.R)
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On en déduit que :
v(B) =v(C) =42.9.h
v(D) =42.9.(h—2.R)

Relation vérifiée pour h > 2.R.

3)

4—
Q,

De la méme maniére, en un point M quelconque dans la gouttiére :

Ep(M) = Ec(M) + Epp(M) = Ey(4) = m.g.h
Avec :
Epp(M) =m.g.h(M) =m.g.R.(1 —cos @)
Soit :

1
Em.vz(M) +m.g.R.(1—cosf) =m.g.h

v(M) = \/Z.g. (h + R.(cos 8 — 1))

Rg.: On vérifie que pour 8 =0, v(M) =,/2.g.h=v(B) =v(C) et pour 6 =m, v(M) =

J2.9.(h—2.R) = v(D).
4) Pour que le point matériel M puisse effectuer un « looping » dans la gouttiére, il faut qu’a tout moment
il soit en contact avec la gouttiére. Ceci implique qu’a tout moment, la gouttiére exerce une force sur

M donc N # 0. La condition limite est telle que la force exercée par la gouttiére sur M au point D soit
nulle :

N(D) =0
5) Appliquons le principe fondamental de la dynamique a M dans le référentiel terrestre :
maM)=p+N

Au point D, a la limite de « looping », dans la base de coordonnées polaires, la relation devient :

ml-—0p Ay = —M. g. U,

En projetant sur i, :

16
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Vim (D) = /9. R
JI-R=+2.9.(hym — 2.R)

5.R
2

En explicitant :

On établit que :

hiim =

On en déduit que la hauteur h = hy,, = STR pour que M puisse effectivement effectuer un « looping »
dans la gouttiére.

V : Positions d’équilibre et stabilité

1) Présentation

Considérons un point matériel M de masse m observé dans un référentiel R galiléen. Supposons que
M ne posséde qu'un degré de liberté, noté x. Le degré de liberté correspond au nombre de coordonnées
nécessaires et suffisantes pour définir la position de M dans R. On note Ep;,:(x) la fonction énergie
potentielle totale de M. Supposons que le systéme soit conservatif (§w,%s = 0) :

Eqn(M)g = Ec(M)g + Eppor(x) = cte

Sachant que E;(M)g :%m.v2 >0, si on note E,, (M) =cte=A, il est possible de décrire

qualitativement la nature de la trajectoire de M dans R a partir de l'allure de la fonction Ep,:(x) en
posant que :
EC(M)R =A- Eptot(X) =0

2) Approche qualitative de la nature de la trajectoire
Supposons que la fonction énergie potentielle totale Ep;,: (x) ait I’allure suivante :

A
Eptot(x)

e SiE,(M)g = A, sachant que E;(M)g = Ay — Eptor(x) = 0 on peut dire que : x € [x;; .
On dit que le systéme est dans un état libre (ou état de diffusion).
Pour x = x4, Epsoe (x1) = Ay donc E.(M)g = 0 : la vitesse de M dans R est nulle.

17
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o SIiE,(M)g=A4A, avec E;(M)gr = Ay, — Epto:(x) = 0 de la méme maniére on peut dire que :
soit: x € [x,;x3] + le systeme est dans un état lié. Il est piégé dans un puits de potentiel.
SOit : x € [x4; oo : le systéme est dans un état libre
C’est les conditions initiales imposées au systéme qui le plonge soit dans un état libre, soit dans
un état lié. En x, ; x5 et x, : la vitesse de M dans R est nulle.

o SIiE,(M)g =A3avec Ec(M)gr = A3 — Ep;o¢(x) = 0, le systéme est dans un état lié avec x €
[xs; x6], pi€gé dans un puits de potentiel. En xs et x,, : la vitesse de M dans R est nulle.

On vérifie qu’il est possible de décrire qualitativement la nature de la trajectoire d’un systéme
conservatif a un degré de liberté.

3) Positions d’équilibre
Pour un systéme conservatif : dw,¢s = Swis, + Swyss = Swyes avec Sw,y, = 0. En explicitant :

rés rés

—

SWyres = ﬁrés-dl = Owres = —dEpror(x)

Posons di = dx. T, et Frgs = Fyes. 1, ON établit que :

_ dEpor (x)
dx

Fres =

Sachant qu’a I’équilibre, la somme des forces s’exergant sur M dans le référentiel R est nulle : ﬁrés =0
On en déduit que les extremums (minimums et maximums) de la fonctions Ep;,; (x) sont des positions
d'équilibre du systeme, notée x:
Fo o=_ dEptor () -0
res dx .

éq

Illustration : On note E; et E, les positions d’équilibre du systéme

A
Eptot (x)

Positions d’équilibre

18
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4) Stabilité d’une position d’équilibre
Que peut-on dire de la stabilité des positions d’équilibre E; et E, ?

o SIiE,(M)g =A4A, aveC Ec(M)g = Ay — Epsor(x) = 0, le systéme est soit dans un état lié pour
X E [xo; xéqlz] soit dans un état libre dans I’intervalle x € [xéqlz; 00[. Dans le cas particulier
OU X = Xgq2 - le systéme est a I’équilibre (vitesse nulle et ﬁrés = 6). Si on « écarte trés
legérement » M de sa position d’équilibre, il bascule soit dans un état 1ié pour x € [xo ; xéqlz],
soit dans un état libre pour x € [xéq_2 ; oo[ on en déduit que la position d’équilibre E, est une
position d’équilibre instable.

Exemple : une bille posée au sommet d’une sphére. Si on écarte la bille de sa position
d’équilibre, elle s’échappe de cette position.

o SiEn(M)g=Asalorsx = xgq4 et Ec(M)g = As — Epoe(x) = 0. Le systéme est a 1’équilibre
(vitesse nulle et F,.; = 0). Si on « écarte trés légérement » M de sa position d’équilibre, il reste
piégé dans un puits de potentiel au voisinage de x44.1. On en déduit que la position d’équilibre
E; estune position d’équilibre stable.

Exemple : une bille posée au fond d’une sphére creuse. Si on écarte la bille de sa position
d’équilibre, elle oscille au voisinage de sa position d’équilibre.

Nous retiendrons que si la fonction énergie potentielle Ep;,; (x) est :

e convexe au voisinage d’une position d’équilibre (ex. E;) alors la position d’équilibre est
stable :

(dzEPtot(x)
dx?

) > 0 : équilibre stable

Xéq

e concave au voisinage d’une position d’équilibre (ex. E,) alors la position d’équilibre est
instable :

(dZEPtot(x)
dx?

) < 0 :équilibre instable
xéq

5) Approximation locale de I’oscillateur harmonique
Etudions les petits mouvements d'un systéme conservatif au voisinage d'une position d'équilibre stable
notee x44. Que peut-on dire de Eps,:(x) au voisinage de x;, ?

On montre que pour x — X

Eptor(x) = EPtot(xéq) + (x - xéq)-(

2
dEptor(x) n (x - xéq) dzEPtot(x)
dx . A dx? .

éq éq

Sachant que x,, est une position d'équilibre stable :

(Lo =g o (=), >0

dx Xeq dx? Xéq

Soit :

Eptor(x) = EPtot(xéq) +

2
(x - xéq) d?Epor ()
21! dx? N

éq
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Avec E,,(M)gr = Ec(M)gr + Ep;o:(x) = cte, en explicitant I'énergie mécanique :

(x — xéq)2 <d2EPf0t(x)> = cte

1
E,(M)g = Em.x2 + Eptot(xéq) + X 127

éq

Posons € = x — x¢q. En notant que € = x :
1 . 1 d?Epot (%)
Em(M)R = Em.gz + Eptot(xéq) +E£2. (d—xf)z .

éq
En dérivant par rapport au temps :

dx? =0

- <d2EPtot(x)> .
mé&E+|——— LELE
Xéq
En divisant par (m. €), on établit ’équation différentielle :

1 (d?*E
n ( Ptot(x)> e=0
X

m\ dx?
¢q

AVEC (dzEPtot(x))

2
2 > 0 posons w = \/l (M) on reconnait I'équation différentielle d'un
dx m

2
Xéq dx Xeq

oscillateur harmonique :

£+ we=

Nous retiendrons qu’au voisinage d’une position d’équilibre stable, le systéme est assimilable a un
oscillateur harmonique. Nous aurons 1’occasion d’illustrer cette notion réguliérement au cours de
I’année, et tout particuliérement en fin d’année dans « 1’induction électromagnétique ».

6) Exercice

On considére une bille assimilée a un point matériel M de masse
m observé dans le référentiel terrestre R supposé galiléen. On l
place cette bille dans une sphére creuse de rayon a. Dans cette
étude, nous négligerons tous les phénomeénes dissipatifs.

1) Que peut-on dire de 1’énergie mécanique de M dans R ?
Justifier.

2) On fait le choix que la fonction énergie potentielle Ep(6) est
nulle pour 6 = 0. Déterminer 1’expression de Ep(60) et
représenter son allure.

3) Commenter I’allure de Ep(8) au voisinage de 6 = 0.

4) Expliciter 1’énergie mécanique de M dans R en fonction des
données.

2
5) Onmontreque pourf < 1:cosf =1 — 97 + 0. (6?%). Montrer que M est assimilable a un oscillateur

harmonique au voisinage de sa position d’équilibre et déterminer sa période d’oscillation.
6) On lance M avec une vitesse ¥, horizontale depuis sa position d’équilibre. Quelle doit-étre cette
vitesse pour que M puisse effectuer un tour complet dans la sphére ?
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Correction :

1) Le systeme est observé dans le référentiel terrestre supposé galiléen. Il est soumis a son poids p ainsi

qu’a la réaction N exercée par la sphére sur M. Le poids est une force conservative. En négligeant les

phénomenes dissipatifs, a tout instant la réaction N est normale au support donc elle ne travaille pas :

Swy = Ndi=o0

Le travail des forces non-conservatives est nul (§w,5 = 0) et I’énergie mécanique de M est constante :
E,,(M)g = cte

2) L’énergie potentielle du systéme s’identifie a son énergie potentielle de pesanteur. En faisant

I’hypothése que I’énergie potentielle est nulle pour 8 = 0 :

Ep(0) =m.g.h=m.g.a.(1 —cos@)

Allure de Ep(0) :

. o ‘
| 1T = | i ]
FPRN A R
A ol Y N \ g ‘
o \ & b
S [l | 0
| i I [ E B
N
| | | | | |
EEEEEEENE EESEEEEEEE
' =3 B | | | ] ?’\;’e'
NEAEE-ANEEGNEE RN RN

3) On vérifie que Ep(0) est convexe (minimum) au voisinage de 6 = 0 : position d’équilibre est stable.
4) Explicitons I’énergie mécanique : E,,,(M)g = Ec(M)g + Ep(0) = cte.

Avec E-(M)g = %m.vZ(M)R = %m. (a.é)z :
1 . 2
E,(M)g = >m. (a.6)" +m.g.a.(1 —cos®)

2
5) Avec cos @ = 1—97+0.(92):

1 2 62
Em(M)R=§m.(a.9) +m.g.a. > = cte

En dérivant par rapport au temps :
m.a?.0.0 +m.g.a.6.6 =0

Soit I’équation différentielle du mouvement :

0+w20=0

aveCc w = \/g
a
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On reconnait 1’équation différentielle d’un oscillateur harmonique. La solution de cette équation
différentielle est du type 6(t) = A.cos(w.t + ¢). La période d’oscillation est :

2. a
=2.m |—

T=""
w g

6) Pour que M puisse effectuer un tour complet dans la sphére, il faut qu’au sommet de sa trajectoire, a
la limite, la réaction du support soit nulle : N(4) = 0.

4_
Q,

En appliquant le PFD, au point 4, a la limite, en projetant sur i,. on établit que :

< vﬁ-m(A)>
m|————|=-m.g

a
Soit :

Viim (4) = V3-a

Sachant que I’énergie mécanique de M est constante :

1 2 1 2
Em. vy =m.g.(2.a) + Em-vlim(A)

En explicitant :

—m.vi = 2.m.g.a+zm.g.a

2
Vo =1[5.g.a

Soit :
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