PCSI 1 2026-2027

CORRIGE
Mathématiques - samedi 19 septembre 2026
Devoir n®1 Durée : 3h

Exercice 1.

1. Pour montrer que (z,) est bien définie, il faut montrer que : ¥n € N, z,, # —2.
Montrons en fait par récurrence que : Vn € N, z,, > 0.
Tout d’abord, pour n =0, 2o =5 > 0.

Supposons ensuite que z,, > 0 pour un certain n € N. Alors z,, + 2 > 0 et donc

T, + 2
donc x, 11 > 0, ce qu’il fallait démontrer.

Ainsi on a montré par récurrence que : ‘Vn eN, z, >0 ‘, a fortiori xz,, # —2.

Pour finir, comme pour tout n € N, z,, > 0, on a x,, # —3.
Cela implique que |la suite (y,,) est correctement définie.

2. Soit n € N, on calcule que :

B 1 B 1 B Ty + 2 _lxxn—l—2
T a3 3 343(at2) 3w, +3
Ty + 2
Donc: I (43 —1 1 1 1
Ty +9)—
Yns1 =3 T+ 3 3 ( xn—|—3> 3 < (=)
1_n
\V/TLGN, Yn+1 = 3y

3. On reconnait que (y,) est une suite arithmético-géométrique.
On résout donc pour £ € R :

6:13_6 = W =1—f = =1 <:>£:i

1
On introduit alors la suite (v,,) = |y, — 4).

Pour n € N, on calcule que :

1 1-y, 1 1><<1 3) 1( +1) 1( 1) 1
’Un = UYn —_ = = —_— = — —Yp — — = — —UYn — = —— n — :—7’Un
+1 = Yn+1 1 3 13 Y 1 3 Y 4 Y

1
Donc (v,,) est géométrique de raison -3 et de premier terme :

1 1 1 1 1

1
T T T 543 1 543 48

1 n
On a donc pour tout n € N, v, = 3 X (—3) , et donc y, = v, + 1
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VneN, y,=

Des lors, comme vy, =

YneN, z,=

1
4. Comme —1 < —3 <1,ona lim

lim z, =1
n—-+0o0o

lim xn:i—3:4—3:1

n—-+o0o

- — =X
4 8
1 1
———,onax,+3=—, donc:
Tp+ 3 Yn
1 1
= o3 = T
Yn _X<
4 8
8
ﬁ_g
nel
3
1n
m (—3> =0, donc :

2—-0
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Exercice 2.

1. Onayozml—x0:3—0:3:
Puisylzxg—x1:1—3:—2:

Soit n € N, on a :

Yn+2 — Yn+1 — 6yn = (wnJrS - xn+2)

- <$n+2 - anrl) - 6($n+1 - xn)

= Xpi3— 2XTpio — Drpiy + 62,

— on

Finalement : (Vn € N, 9,419 — ypy1 — 6y, = 2"‘

1

2. Apres calculs au brouillon, il semble que a = —1 convienne. Vérifions-le.

3.

On pose ¢ = ——.
p 4

Soit n € N, on calcule :

1 1 1
tn+2 - tn+1 - 6tn - _Z X 2n+2 — <—4> X 2n+1 — 6 X <—4> X 2”
= “2"4 —_x2"4 - x2"

?

= (—1+3+3)2

— o

Pour o =

1
——, la suite (¢,) de terme général t,, = o 2" vérifie bien la relation donnée.

(a) Soit n € N.

On sait que : Ypi2 — Ynt1 — 6Yp = tuao —tue1 — 6t, (puisque ces deux quantités sont égales

A 2.

Cela implique que (Y42 — thia) —

(Ynt1 — tnt1) — 6(yn — t,,) = 0 soit finalement :

(r,) vérifie la relation : Vn € N,

Tn4+2 — Tp+1 — 6T‘n =0

(b)

e Le polyndéme caractéristique associé a cette relation de récurrence linéaire d’ordre 2
est X2 — X — 6.
Son discriminant vaut A = 12 — 4 x 1 x (—6) = 25, donc il admet deux racines

1-5 145
TIZT:—Qetm:T:B.

e On en déduit qu’il existe A\, u € R tels que, pour tout n € N, r, =
e On détermine alors A\ et p grace aux valeurs initiales.
On sait que :

AX(=2)"+px 3"

1 1 13
Tozyo—t0:3—<—4>x20:3+:

4 4

1 1 3
gyt =2 [~ ) x2'=—24-=_"
=1 1 < 4>>< +2 5

On résout donc le systeme :

13
A = —
+ u 43
=2\ + 3p = —=
2
13
)\+M:Z
— 3 13
B9
— 1 P77 4
p=1

Page 3



e Conclusion :

9

4

VneN, r,=-x(=2)"+3" et y,=

>~ ©

1
X (~2)" 43" — 2 x 2"

4. Soit n € N. Une somme télescopique fournit :

n—1

n—1
Zyk = Z(Ikﬂ —Tp) = Tp — To = Ty
k=0

n—1
Ainsi : |Vn €N, z, = Zyk
k=0

k=0

Pour tout n € N, on poursuit le calcul :

n—1

T, = Z(ix(—Q)’wr:sk—

k=0
9 n—1 n—1

X

1

W O =] ©

3 1
= () X3

4 2

1
><2k)
4
1n—1
o YIS 3 o
4k:O k=0 4k=0
o 1—(—2)"+1—3n
1—(—2) 1-3
1—(—2)”+1—3” 1 1-2"
3 —2

(par linéarité)

1 1-2"
— - X
4 1-2

—1

(1 - (=2 5 (1=3% + (1= 2)

4

- x 2"+

1 (3 1+1>
4 4 2 4

3 1 1
Finalement : |Vn € N, =z, = 1% (=2)" 4+ = x 3" — - x 2"+ —

1
2 4 2

(sommes géométriques)
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Exercice 3.

1. On a pour tout n € N :

So(n) =n+1}| sl(n):”(”;U ot SQ(n):n(n+1)6(2n+1)

2. (a) Via le changement d’indice j = n — k, on a, puisque k% = (n —j)3 et que 0 < k < n <=

0<n—-%Lt<n:

n

S3(n) = ki k3 = Z(n —5)?

J=0

Puisque l'indice de sommation est muet, on peut renommer j en k :

(b) On calcule que pour tout & € [0,n] :

(n —k)® = (n* — 2kn + k*)(n — k)
=n® —2kn® + k*n — kn? + 2k*n — k3
=n> — 3kn? + 3k*n — k*

(c) D’apres les questions précédentes, on a pour tout n € N :

Ss(n) = > (n—k)* = _(n® = 3kn® + 3k*n — k°)
k=0 k=0
=Y n*=3n*> k+3nd) K->k
k=0 k=0 k=0 k=0

=n®Sy(n) — 3n2_51 (n) + 3nS3(n) — S3(n)

Donc :
253(n) = n*Sy(n) — 3n2S;(n) + 3n.Ss(n)
1) — ?mzn(n +1) N 3nn(n +1)(2n+1)
2
_ ”(“2“) % [2n — 3n + (2n + 1))
~ n?(n+1)?
B 2
D’ou :
2 2
Ss(n) = Z (n4—|— D

3. (a) On calcule que pour tout k € N :
k+1)'—k'=(k+1)*(k+1)* - k*
= (K +2k+1)(K*+2k+1) — k*
=k AP P2 AR 2k R 2k 1 — R
— [4K3 4 62 + 4k + 1]
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(b) On en déduit que pour tout n € N :

T(n) = kz ((k+ 1) = &)
= fj(zuf?’ + 6% + 4k + 1)

(c) Par télescopage on a donc pour n € N :

n n n+1

Tn) =Y (k+1)"=> k'=> k' — Zk4 (n+1)*—=0t=|(n+1)*
k=0 k=1

Deés lors, en utilisant la question b) :

(n+1)* =T(n) = 4S3(n) + 6S2(n) + 4S1(n) + Sp(n)
donc :
((n+1)" = 6Sa(n) — 451(n) — Sa(n))

(n+ 1) =nn+1)2n+1) = 2n(n+1) - (n+1))
1

(n+1)° =n(2n+1) - 2n 1)

(
= (n+1)* = @n+1)(n+1))
)

= (n+1)° = (2n+1))

4. (a) Soient p < g deux entiers naturels.

q

= j=p
q p—1 q
=2(>7-> 7] —>_1 (par découpage)
Jj=0 Jj=0 Jj=p
+1 -1
:2<q(q2 )_(pQ)p)_(q_p+1)

=¢+q—(p*—p) —qg+p—1
=¢@—(p*—2p+1)
=@ —(p—1)

(b) Le tableau ne contenant que des nombres impairs, la somme peut en effet s’écrire sous la
forme (25 — 1) ; reste a déterminer quelles sont les bornes de cette somme.

Remarquons que le terme j = 1 correspond au 1° nombre impair (2 x 1 —1 = 1), le terme
j=2au2°(2x2—1=3), etc. Ainsi, pour savoir quelles sont les bornes de la somme Ly,
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il faut savoir quels sont les « numéros » des nombres impairs apparaissant sur la k-ieme
ligne.

Comme il y a exactement ¢ nombres sur la i-ieme ligne, les (k — 1) premieres lignes du
tableau contiennent en tout :

k-1
> i =5i(k—1) nombres.
i=1

En conséquence, le 1°* nombre impair de la k-iéme ligne est donc celui correspondant a
j=51(k—-1)+1.
Comme il y a k nombres sur la k-ieme ligne, le dernier nombre de cette ligne est celui
correspondant & :

j=S(k—1)+1+k—1=S(k—1)+k=Si(k)

Ainsi :

S1(k)

L= > (2j—-1)

j=Sl (k—1)+l

(c¢) En utilisant la question a), on a donc pour tout k € N :

Li = (S1(k)* = (Sy(k—1)+1—-1)

() ()
’f ((k+1)? = (k—1)?)

2
:k—(k2+2k;+1—(kz2—2k:+1))

4
2
=Yk
T X
Ly =k
(d) En utilisant la relation Ss(n Z Ly, on a:

n n n (
Sg(n):;kﬁ:; Z( > (23—1))

(k=1)+1
S1(1) S1(2) S1(n)
= > 2i-D+ > @-D+-+ > (2i-1
jfsl(0)+1 J=51(1)+1 j=51(n—1)+1
(n) n(n+1)/2
= Z 2j —1) > (2-1)
7=1 Jj=1
1
Et d’apres la question a) avec p =1 et ¢ = n(n;—) :
2
1
53(n) = <n<n2+)> _ (1 _ 1)2
n+1
Sy = 041
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Exercice 4 (Question bonus).
Soit (uy,)nen une suite réelle.
Par définition :

e (u,) est arithmétique s'il existe r € R tel que : Vn € N, w, 1 = u, + 7.

o (u,) est géométrique s’il existe ¢ € R tel que : Vn € N, u,q1 = quy,.
Supposons que (u,,) soit a la fois arithmétique de raison r et géométrique de raison g.
Pour tout n € N, on a 'égalité :

Up + T = qUp

Distinguons deux cas selon la valeur du premier terme g :

e Premier cas : up =0
Pour n = 0, I'égalité donne : uy =0+7r =g x 0 =0 donc r = 0.
Comme r = 0, la suite est constante : pour tout n € N, u,, = 0.
Réciproquement, la suite nulle est bien arithmétique de raison r = 0 et géométrique de raison
q (pour tout ¢ € R).
e Second cas : uy # 0
Pour n = 0, I'égalité s’écrit : ug +7r = quy <= r = (¢ — 1)up.
Pour n =1, de méme : u; +r = quy. Or, u; = qug, donc :

quo +7 = q*ug
En remplagant r par (¢ — 1)ug, on obtient :
quo+ (¢ — Dug = ¢Pug <= (¢* —2¢+1Dug =0 <= (¢—1)*up=0

Comme ug # 0, ceci impose (¢ — 1)? = 0, c’est-a-dire g = 1.

On en déduit alors r = (1 — 1)uy = 0.

Ainsi, r = 0, ce qui signifie que la suite (u,,) est constante : Vn € N, u,, = uy.
Réciproquement, toute suite constante non nulle u,, = ¢ (¢ # 0) est arithmétique de raison r = 0
et géométrique de raison ¢ = 1.

Conclusion :
Les suites a la fois arithmétiques et géométriques sont les suites constantes. ‘
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