pcsi € 2026-2027

£ Lycée Gustave EIFFEL - Bordeaux

(o ET NN (X)W Trigonomeétrie

1 Généralités.........ccvveuennne. Résumé & Plan

2 Formules trigonométriques..... Ce chapitre consiste a revoir les élé-

3 Equations trigonométriques.... ments de trigonométrie des années

4 Inéquations trigonomé- antérieures, et a les compléter.

HQUES. . eeenreeeiineeennnnneen La mathématique est une

5 EXErCiCeS .uuvvuierriennnennannss science dangereuse : e}le
dévoile les supercheries et
les erreurs de calcul.

— GALILEE

®  Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un 9.

Les énoncés et faits a la limite du programme, mais tres classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser 2 un concours, il faut
donc en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés
comme un exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
PCSI, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours.

RELATION DE CONGRUENCE MODULO. On commence par définir une notation
qui sera utilisée dans tout le chapitre.

— Définition 1| Modulo
Soient x,y € R.

® Soitdeplus 0 e R. Alors:

o ondit que x ety sont congrus modulo 6, et on note x =y [0], lorsque :
dkeZ, x=y+Kk6.

o Ondit que x et y ne sont pas congrus modulo 6, et on note x # y [0],

VkeZ,

® En particulier, x =y [2n] lorsque:

lorsque : x+y+k0.

dke”Z, x=y+2km.

Notation Ensemble x + yZ

On note aussi souvent, pour x,y €eR: x+yZ={x+ky|keZzZ}.

Ainsi, par exemple :

2+nZdésigne: {3+kn|kez}.
® On peut méme faire le lien avec la notation précédente : si x, y € R, alors

x=y [0] &= JkeZ x=y+kb < x-ycbZ

Passons maintenant a une liste de propriétés sur ce nouveau symbole =. Pour le sym-
bole #, seule la multiplication/division (troisieme propriété) est vérifiée.

— Proposition 1| Propriétés de la congruence
Soit (x,x',y,¥',0,z,A) € R".

e o ) X =y (0]
] Transitivité] Si alors: x=2z [0].
[ ] {y e 0]
I . Jx = x'[6] . - '
® [Compatibilité avec +] Si v o=y 0] alors: x+x'=y+y' [0]

— !
[9],alors:{ )l\x = Ax' [A6]

: — !
Shr=x 1y = Ly [19] siA#0.

®  [Multiplication par A]

En réalité, on a méme mieux : on peut multiplier deux congruences
entre elles, mais souvent inutile pour faire de la trigo.

x=x" [0].

Note

® [Modulo un multiple] SineZet x=x' [n6], alors:

On retient donc notamment le fait suivant.
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Lopération de multiplication / division d’'une
congruence doit aussi s’exercer sur le modulo!

Preuve

o
o
o
o

Exercice 1 Soient x, y € R. Montrer que :
x=y [n] = (x=y [2n] ou x=y+m [2xn]).

n GENERALITES

On rappelle dans cette section la définition géométrique du cosinus, sinus et de la
tangente. Leur étude en tant que fonction sera faite dans le Chapitre (AN) 1.

n Définitions

Définition 2 | Cercle trigonométrique
® Le cercle trigonométrique est le cercle ¢ du plan de rayon 1 et de centre O.

® Plus précisément, il sagitde: {(x,y) e R*|x*+y*=1}.

Remarque 1 (Représentation graphique) Justifions que:
€ ={(x,y)eR®|x*+y*=1}.

T

/ AN

N
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— Définition 3 | Cosinus, sinus et tangente
Soit (O, ;,}) unrepeére orthonormé du plan. Soit €6 le cercle trigonométrique. Soit

x un réel et M(x) le point de € tel que x soit une mesure de 'angle (?,OTVf)
® On appelle cosinus de x, noté cos x, 'abscisse du point M(x).

® On appelle sinus de x, noté sin x, 'ordonnée du point M(x).

T
® Lorsque|x ¢ {E +kn ‘ ke Z} , C'est-a-dire , on appelle tangente

sinx

de x, notée tan x, la quantité: tanx =

cosx
Dans la suite, on notera @,, =R\ (% +nZ) =R\{3 + kn| k € Z}. (cela corres-

pondra au « domaine de définition de la fonction tan », que nous étudierons dans un futur

chapitre)

Remarque 2 (Interprétation géométrique de la tangente)

M(x ]

N =

sinx tan x

COSX 1

/

Pourquoi indiquer tanx a cet endroit? Ceci est une simple conséquence du

théoreme de THALES. En effet, il donne
tanx 1

sinx cosx’

On peut envisager d’autres cas de figure pour la position de M(x) dans les diffé-
rents cadrants; cela donne d’autres configurations pour le théoreme de THALES.
De fagon générale, si on note |N(x) =(OM(x))n(x =1)| alorstan(x)estla
hauteur algébrique de N(x) sur cet axe.

Remarque3 Pourlatangente, la condition x ¢ {g + k7| k € Z} garantitque cos x
ne s'annule pas, donc que la fraction est bien définie.

Exercice 2 Soit x € R. A quelle condition tan(2x) est définie? Méme question
pour tan (2x + %).

— Proposition 2 | Conséquences directes de la définition

® [Théoréme de PYTHAGORE] VxeR, cos?x+sin®x=1.
———— S —
=(cos x)? =(sinx)?
Sideplus x ¢ (5 +nZ),alors: 1+tan®(x) = It
® [Inégalités fondamentales]
—1<cosx<l1 |cos(x)| <1,
Vx eR, . .
—-1<sinx<1 |sin(x)| < 1.

® [Périodicité] Pourtoutxe R, k€ Z,

cos(x +2km) =cosx, sin(x+2km)=sinx, tan(x+ kwx)=tanx.

Preuve

®  Conséquence immédiate du théoreme de Pythagore pour la premiere égalité. Pour la
seconde : la condition assure que cos(x) # 0 (et donc que tan x existe), il suffit alors de
diviser I'égalité par cos®(x) :

7

®  Pour cos,sin : conséquence immédiate de I'égalité M(x +2km) = M(x), en considérant
abscisse et ordonnée. Pour tan : conséquence immédiate de l'interprétation géomé-
trique de la tangente.

La définition de cos et sin fournit alors le résultat ci-dessous, souvent utile en pra-
tique (voir les transformations de FRESNEL plus loin).
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Proposition 3 | Théoréme du reléevement
SiX et Y sont des réels tels que : X?+Y? =1, alors:

0eR, X=cosO et Y=sinb.
En outre, ce réel 6 est unique modulo 27.

Preuve CommeX?+Y? = 1, le point (X, Y) se situe sur le cercle trigonométrique. Lexistence
de 0 s’en suit.

Exercice 3 Soient m et n deux entiers. Montrer qu'’il existe x € R tel que :
m? —n®=(m*+n*)cosx et 2mn=(m*+n?*)sinx.

n Valeurs remarquables

On rappelle également ici un certain nombre de valeurs remarquables utiles sans

démonstration.

| | | 1 V2 3 |
1 sinx 1 0 1 = 1 — 1 — 1 1 1
L] ] L2 L2 L2 ] l
| | | 3 | N7 1 | |
1 COSX 1 1 1 —_— 1 —_— 1 - 1 0 1
o SR L2 L2 L2 o !
. Pourla tangente, a savoir retrouver rapidement plutot que de les apprendre : 3
| | | 3 | i
. tanx | 0 5 1 V3 |
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Justifions par le calcul les valeurs de tan(0), tan (g), tan (g) et tan (g) apparaissant
dans le tableau ci-dessus :

4

Proposition &4 | Multiples de
Soitn e Z.Alors: cos(nmn)=(-1)",

sin(nm) = 0. ’

Preuve

4

Par lecture sur le cercle trigonométrique. Soit n € Z.

n FORMULES TRIGONOMETRIQUES

Il existe de nombreuses formules en trigonométrie, seules quelques unes sont a
notre programme, ce sont celles figurant dans les énoncés ci-apres. Toutes les
autres sont hors-programme, certaines d’entre elles seront vues néanmoins dans des
exemples.

m Angles associés

Proposition 5 | Formules de transformation d’angles associés
Soit x € R.

® cos(—x) = cos(x),

® sin(—x) = —sin(x), ® cos(m—x) = —cos(x),

® sin(m — x) = sin(x), ® cos(m+x)=—cos(x), ® sin(m+x)=—-sin(x),

® Cos (g - x) = sin(x), ° sin(g —x) = cos(x), ® Cos (g +x) = —sin(x),

° sin(g + x) = cos(x), ® tan(—x) = —tan(x), ® tan(m—x) = —tan(x),

® tan(m+ x) = tan(x),

tanx’ tanx *

LS 1 I 1
®tan|——x|=— ®tan|—+x|=-
2 2

On justifie la majorité des formules a 'aide du dessin ci-dessous. Dans la preuve qui
suit on se contente donc uniquement de la tangente.

M(x)

el

AN

Preuve Justifions les formules pour la tangente a I'aide des précédentes, hormis tan(m + x)
qui a déja été constatée.
e
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m Formules d’addition

On commence par les plus importantes : les formules d’addition.

Proposition 6 | Formules d’addition (+)
Soient a, b € R. Alors :

® cos(a+b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b),

® sin(a+ b) =sin(a)cos(b) +sin(b) cos(a).

Preuve  Démontrons par exemple la premiere formule, on s’y prendrait de la méme facon

pour la seconde. Soient a, b € R. Alors :

cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b) = cos(—a) cos(b) + sin(—a) sin(b),
par parité de cos et imparité de sin. D’ou1 :

cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b) = OM(—a) - OM(b).
D’autre part, une autre expression du produit scalaire donne :

e

p——p
-

M(b)

/

—

M(-a)
|

On en déduit alors le corollaire qui suit.

Corollaire 1| Formules d’addition (-)

Soient a, b € R. Alors :
® cos(a—b)=cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b),

® sin(a— b) =sin(a)cos(b) —sin(b) cos(a).

Preuve
o

®  Onprocéde de-méme :
sin(a — b) = sin(a + (- b))
= sin(a) cos(—b) + sin(—b) cos(a) Q writé
= sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a).

T TTOT U
Exemple 1 Enremarquant que — = — — —, calculer: cos (—)

12 3 4 12
’l

Q formules daddition avec +
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Proposition 7| Formules d’addition « unifiée

Soient a, b € R.
® cos(a+b)=cos(a)cos(b) Fsin(a)sin(b),

® sin(a+ b) =sin(a)cos(b) +sin(b) cos(a).

Remarque 4 (Comment retenir ?)

® Pour le cosinus, le signe est inversé dans le résultat.
meélange pas les fonctions.

«+ — F», eton ne

® Pour le sinus, le signe est préservé, et on mélange les fonctions.

On peut maintenant déduire celles de la tangente.

Proposition 8 | Formules d’addition pour la tangente

Soienta,b € Rtelsque: tan(a),tan(b)ettan(a+ b),tan(a— b) existent. Alors:
tan(a) + tan(b)

1 Ftan(a)tan(b)’

tan(a + b) =

Preuve
o

®  On en déduit alors celle avec un signe moins.

4

m Formules de duplication/anti-linéarisation & Linéarisation

Les cas particuliers a = b dans les formules d’addition fournissent les formules dites
«de duplication ».

Corollaire 2 | Formules de duplication / anti-linéarisation
Soit a € R.

® cos(2a) = cos?(a) —sin?(a) =1 —2sin?(a) = 2cos*(a) — 1.

® sin(2a) =2cos(a)sin(a).

Preuve

7

Ou encore, de maniere équivalente, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 3 | Formules de linéarisation
Soit a € R. Alors :

1+ cos(2a) . 2 1-cos(2a)
———, sin“(a) = ——.

2
cos \a) =
(a) > 5

Remarque 5

® On parle de «linéarisation » car, par exemple pour la premiere, on trans-



pcsi € 2026-2027

£ Lycée Gustave EIFFEL - Bordeaux

forme le produit cos(a)x]cos(a) en somme :

lcos(2a)
-5

® Ce type de formule sera trés utile tout au long de I'année; calcul d’inté-
grales ou sommes faisant intervenir des puissances de fonctions trigono-
métriques par exemple.

Preuve

4

Exemple2 Alaide des valeurs remarquables et de propriétés sur cos, sin, déter-
miner les valeurs ci-apres.

® cos(%) ® sin (- %)
o’ g

Exemple 3 Retrouver la valeur de cos (1—"2) calculée dans un précédent exemple.

Une version faisant intervenir la tangente existent pour ces formules de duplica-
tion.

Corollaire 4 | Formules de duplication / anti-lin, vers. tangente [H.P]
Soit a € R tel que tan(a) existe. Alors :
1—tan®(a 2tan(a
() sin(2a) = (@)

cos(2a) = ————, = "7
(2a) 1+ tan?(a) 1+ tan?(a)

Preuve

®  Reprenons la formule cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) et mettons cos?(a) en facteur.

P4

De la méme facon, une formule de duplication est disponible pour la tangente en
utilisant que tan(2a) = tan(a + a).

Proposition 9 | Duplication pour la tangente
Soit a € R tel que tan(a) et tan(2a) existent, alors :

2tan(a)

tan (Zd) = Tn?(a)

Remarque 6 (Angle moitié) Les formules de duplication (dans leur version
tangente pour cos, sin), nous meénent directement aux formules classiquement
appelées de I'« angle moitié ».
Soit O € R tel que 0 # 7 [27], alors en notant ¢ = tan(¥) onaa:
2

cos(0) = i+—;, sin(0) = li—ttz’ tan(0) = T
Ces formules servent généralement pour des calculs d’intégrale via « change-
ment de variable », que nous verrons plus tard.
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COMPLEMENTS. Voici quelques formules additionnelles : elles ont le statut
d’exemple car leur énoncé n'est pas a connaitre, mais c’est classique dans les sujets
de devoir les retrouver. Apprenez donc surtout a la retrouver tres rapidement!

@ cExemple 4 (Autres formules de linéarisation) Soit (@, b) € R?. A I'aide
des formules d’addition, établir des formules de linéarisation pour :

e cos(a)cos(b) =
e sin(a)sin(b) =
e sin(a)cos(b) =

Lorsque a = b, les deux premieéres formules donnent les formules de
linéarisation du programme.

Indication : Remarquons par exemple que cos(a) cos(b) apparait dans les for-
mules daddition portant sur cos(a + b) et cos(a — b).

4

Note

4 Exemple5 (Autresformules d’anti-linéarisation) Soit (p, q) € R?. Al'aide
des formules d’addition, établir des formules d’anti-linéarisation pour :

® cos(p)+cos(g) =
o cos(p)—cos(q) =
® sin(p) +sin(g) =
o sin(p)-sin(q) =
Indication : Remarquons que % + pT_q =p et % - % =q
7
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Transformation de FRESNEL

Une derniére conséquence des formules d’addition est la transformation d’expres-
sions trigonométriques de la forme a cos x + b sin x en p cos(x — ). Pourquoi vouloir
faire cela? Cela a un intérét en physique, et pour nous un intérét dans les résolutions
d’équations trigonométriques (voir la fin du chapitre). Commencons par énoncer la
méthode générale.

Méthode (ALG) 31 (Ecriture d’une combinaison linéaire de fonctions trigo-
nométriques sous « forme déphasée ») Soient a, b, x € R. On souhaite trans-
former 'expression :

E(x) = acosx + bsinx en pcos(x —¢) avecpeR', @eR.
On supposeraque a # 0 et b # 0 (sinon 'expression est déja de la forme voulue).

1. € |Mettre p = vV a? + b? en facteur| (# 0 par hypothese), de sorte que :

a b .
E(x) = p(— CoS X + —smx).
p p

. . - . 2 2
2. Le point (%, %) est sur le cercle trigonométrique, puisque (%) + (%) =
2 2 . . 2 )2 . . .
“P%b = 1. Ainsi, ses coordonnées s’écrivent sous forme de cosinus et sinus:
a b .
dp € [0,2n[, — =cosyp, — =singy.
p p

3. Alors: E(x)=cosxcosg+sinxsing = cos(x —¢) d'apres la seconde for-
mule d’addition du cosinus.

La méthode s’adapte sans trop de difficultés si 'on souhaite une forme dépha-
sée de la forme psin(x + ¢), ou encore pcos(x + ), il suffit de choisir I'angle

différemment.

Remarque 7 Langle ¢ peut ne pas étre explicite en fonction des valeurs de a, b.
Dans les exercices, en pratique, il le sera toujours (valeurs remarquables).

Exemple 6

®  Ecrire sous forme d’'un cosinus I'expression \/E cosx ++1/6sinx avec x € R.

4

® Méme question mais avec un sinus.

4

®  Ecrire sous forme d’un cosinus puis d’'un cosinus I'expression cos x — sin x
avec x € R.

R4
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n EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

m Equations trigonométriques fondamentales

Exemple 7 (Cas des poles du cercle trigonométrique) En vous ap-
puyant sur un cercle trigonométrique, résoudre les équations trigonométriques

ci-apres.
1. cos(x)=1
7

cos(x)=-1
4

~_ | —

Dans le cas général, c’est-a-dire lorsque le membre de droite n’est pas +1 ou 0, on
essaiera toujours de se ramener a une « équation trigonométrique fondamentale »,
i.e. celles du résultat ci-apres, dont 'ensemble des solutions est donné par la propo-
sition suivante.

— Proposition 10 | Equations trigonométriques fondamentales 40—

Soit (x,a) € R%.
cos(x) =cos(a) < FkeZ, x=a+2knm ou x=—-a+2kn
< x=a [2n] ou x=—-a [27].
Autrement dit, ’équation cos(x) = cos(a) a pour ensemble de solutions :

& = Jla+2km;—a+2kn}.
kez

Soit (x,a) € R%.
sin(x) =sin(a) < 3k e Z, x=a+2knmou x=nm—a+2kn
< x=a [2n] oux=m—a [27].
Autrement dit, ’équation sin(x) = sin(a) a pour ensemble de solutions :

& =Jla+2km;n—a+2kmn}.
kez
Soit (x,a) € 22,

tan(x) =tan(a) < 3k € Z, x=a+kmn

<~ x=a [n].
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Autrement dit, I'équation tan(x) = tan(a) a pour ensemble de solutions™.
& =Jla+kn}.

kez

Définition 4 | Equation trigonométrique fondamentale

On appelle équation trigonométrique fondamentale 'une des équations de la
proposition précédente.

ANGLES AYANT LE MEME COSINUS

(a2m-pres)

J

T

ANGLES AYANT LE MEME SINUS

(a2m-pres)

>

M(x) M(m-x

T

AT

ANGLES AYANT LA MEME TANGENTE

(am-pres)

>

T

Remarque 8

Pour résoudre cosx = 1, on peut (mais peu efficace contrairement & un simple des-
sin) utiliser le résultat précédent. En effet, 1 = cos(0), donc:

cosx =1 < cosx =cos0
— JkeZ, X =2km ou x =2kmn
— JkeZ, x =2km.
On retrouve le résultat de 'Exemple 7 obtenu avec un simple dessin.
Pour résoudre sinx = 0, on peut (mais peu efficace la aussi!) utiliser le résultat
précédent. En effet, 0 = sin (0), donc:
sinx =0 < sinx =sin0
— JkeZ, x=0+2kmou x=m—-0+2kn=(2k+1)n
— JkeZ, x =km.
On retrouve le résultat de 'Exemple 7 obtenu avec un simple dessin.

Le méme constat vaut pour toutes les autres équations traitées dans
I'Exemple 7.

Preuve
®  Tecture graphique.
®  Lecture graphique.

®  Résolvons tan(x) = tan(a) de maniere calculatoire. (une démonstration géométrique
est aussi possible, en utilisant Uinterprétation graphique de la tangente)

7
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Exemple 8

® Résoudre sinx = cosx sur R.

<

<

[Méthode 1 : angles associés]

R4

[Méthode 2 : transformation de FRESNEL]

4

® Résoudre tan(%) —_L

7
¢ [Domaine de résolution]

4

¢  [Résolution]

4

. ) . 3
Exercice 4 RésoudresurR: (cosx)*—(sinx)*= -
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m Autres équations trigonométriques

A L'AIDE D'UNE TRANSFORMATION DE FRESNEL. Lorsque I'équation donnée
n'est pas de la forme «fondamentale », on peut parfois s’y ramener, par exemple en
utilisant une transformation de FRESNEL.

Exemple 9 Résoudre \/§cosx —sinx = \/5 sur R.

R4

A L'AIDE D'UN CHANGEMENT DE VARIABLE TRIGONOMETRIQUE. Il s'agit d'une
résolution classique par changement de variable ou I'on peut poser X = cos(x) ou
X =sin(x) ouX = tan(x).

Exemple 10 Résoudre sur [—m, 7t[ I'équation 2sin®(x) + 5cos(x) = 4.

4

EN FACTORISANT, A LUAIDE DE FORMULES TRIGONOMETRIQUES. Lorsqu’on
n'est dans aucun des cas précédents, on utilise les formules trigonométriques pour
obtenir une expression factorisée et se ramener a I'un ou plusieurs des cas précé-
dents.

Exemple 11 Résoudre dans R I'équation tan(2x) = 3tan(x).

4
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Méthode (ALG)3.2  (Résoudre une équation trigonométrique) Notons f €
{cos,sintan} et a € R. Pour résoudre f(x) =« :

sia ¢ [—1,1], 'équation n'admet pas de solution.
Sinon, lorsque « € {+1, 0}, on conclut directement a I'aide d’'un dessin.

Sinon, on cherche a écrire a sous la forme f(a) afin de résoudre une équa-
tion fondamentale.

Si on est dans aucun des cas précédents, on peut utiliser d’autres tech-
niques : transformation de FRESNEL, changement de variable ou des for-
mules de trigonométrie pour factoriser f.

Pour résoudre une équation du type f(x)(s, <,=,>)a, on raisonne graphique-
ment sur le cercle trigonométrique.

n INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

I’y pas de résultat mentionné au programme, on procede alors a la résolution avec
I'aide d'un dessin.

Méthode (ALG) 3.3 (Résoudre une inéquation trigonométrique) Notons f €
{cos,sintan} et a € R.

Pour résoudre une inéquation du type f(x)(s, <, =, >)a, onraisonne graphique-
ment sur le cercle trigonométrique.

Voyons plusieurs exemples.

Exemple 12 Résoudre les inéquations ci-apres sur R puis donner les solutions
sur [0,2x[, et [—m, 7[.
1. 2sinx-1<0.

4

2. 2cos(2x)> \/§
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3. -l<tan(x)< Lg

7

R4

Exemple 13 Résoudre sur [0;27 [ I'inéquation 2 cos®(x) + cos(x) > 1.
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UNE INEGALITE. Onterminele chapitre par une inégalité sur le sinus, nous servira
plus tard pour démontrer notamment que la fonction sin est continue et dérivable
sur R.

Proposition 11| Valeur absolue du sinus
PourtoutxeR: |[sin(x)| < |x]|.

Graphiquement, en terme de graphe de fonction, l'inégalité s’'interpréte aussi
ainsi :

Preuve  Soit x € R. On raisonne par disjonction de cas.

M(x)

=

sinx

"

NI=

Cosx
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FICHE METHODES

Les méthodes du cours sont toutes reprises dans cette section.

(Ecriture d’'une combinaison linéaire de fonctions trigo-
nométriques sous « forme déphasée ») Soient a, b, x € R. On souhaite trans-
former I'expression :

E(x) = acosx + bsinx en pcos(x —¢) avecpeR', @eR.
On supposeraque a # 0 et b # 0 (sinon 'expression est déja de la forme voulue).

1. © |Mettre p = V a? + b? en facteur| (+ 0 par hypothese), de sorte que :

a b .
E(x) = p(— cosXx + —smx).
p p

: . s . 2 2
2. Le point (%; %) est sur le cercle trigonométrique, puisque (%) TF (%) =
2 2 . . 2z 2z L3 . .
“P%b = 1. Ainsi, ses coordonnées s’écrivent sous forme de cosinus et sinus:

a b .
dp€[0,2n], — =cosyp, — =singy.
P P
3. Alors: E(x)=cosxcos®+sinxsing = cos(x—¢) d’apres la seconde for-

mule d’addition du cosinus.

La méthode s’adapte sans trop de difficultés si 'on souhaite une forme dépha-
sée de la forme psin(x + ¢), ou encore pcos(x + ¢), il suffit de choisir 'angle
différemment.

(Résoudre une équation trigonométrique) Notons f €
{cos,sintan} et a € R. Pour résoudre f(x) =« :

® sia¢[-1,1],1'équation n'admet pas de solution.
® Sinon, lorsque o € {+1,0}, on conclut directement a I'aide d'un dessin.

® Sinon, on cherche a écrire a sous la forme f(a) afin de résoudre une équa-
tion fondamentale.

® Si on est dans aucun des cas précédents, on peut utiliser d’autres tech-
niques : transformation de FRESNEL, changement de variable ou des for-
mules de trigonométrie pour factoriser f.

Pour résoudre une équation du type f(x)(<, <,=,>)a, on raisonne graphique-
ment sur le cercle trigonométrique.
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Méthode (ALG) 3.3 (Résoudre une inéquation trigonométrique) Notons f €
{cos,sintan} et a € R.

Pour résoudre une inéquation du type f(x)(s, <, =, >)a, on raisonne graphique-
ment sur le cercle trigonométrique.

n EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire
1. connaitre la définition géométrique de cosetsin ........... ..., O

2. connaitre les formules d’angles associés (a retrouver sur le cercle trigonométrique)
d

connaitre les valeurs remarquables (& retrouver sur le cercle trigonométrique) . [J

connaitre les formules d’addition et leur conséquence (duplication)........... O
savoir résoudre des équations & inéquations trigonométriques ............... O
Signalétique du TD

Les exercices possédent un niveau de difficulté allant de @00 2 @ @e@.
Les exercices labellisés ® ®® doivent étre travaillés une fois le reste bien compris.

Merci de déposer les exercices rédigés en scannant ce QR code, au plus tard le dimanche
20h pour le TD du mardi, ou le mercredi 20h pour le TD du jeudi.

Cahier de calculs

Fiche(s) a travailler 8

m Valeurs remarquables

Exercice 1| eoo [Grégoire EL - Cyril PA] Quelques calculs de cosinus et de si-
nus

1.  Sans utiliser la calculatrice, donner les valeurs suivantes :

(i) () ()
cos|—|, sin|—|, cos{—]|
12 12 12


https://nuage03.apps.education.fr/index.php/s/mQbBPd5tRxQoAs9
https://cahier-de-prepa.fr/pcsi1-eiffel/download?id=4659&v=05f52
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Exercice 2| e0o [Benjamin JA-Emma MA]

Indication : Par exemple, pour le calcul de cos (1“—2), on pourra commencer par

I_x_ 7
remarquer que 3 — 3 = 15

En utilisant cette fois une formule de duplication, calculer :

(3} s}

. T . 1
Soitx € [——,—] telque: sinx=—.
2°2

5

Calculer tan x. On admettra a ce stade de lannée l'existence d’'un tel x.

Exercice 3| eeo [RaphaélNA-cCharlesHE] Calcul de tan (2)etdetan(Z)

1.

2.
3.

Exercice 4 | @00 [Lou-Anne CH - Louis DU]

Montrer que le nombre x = tan(m/8) est solution de I’équation :

x®2+2x-1=0.

En déduire que x = V2-1.

Déterminer avec la méme méthode la valeur de tan(m/12).

m Formules trigonométriques

sin® a —sin? b = sin(a + b).sin(a — b).

Exercice 5| eoo Soienta,b,c € R. Exprimer :

1.
2.

cos(3a) en fonction de cos(a),

tan(a+b+c) enfonction de tan(a), tan(b) et tan(c). On supposera choisisa, b, c

de sorte que toutes les quantités soient bien définies.

Exercice 6 | eoco

1.

2.

Pour quelles valeurs de x I'expression f(x) =
nie?

Pour ces valeurs de x, simplifier f(x).

1
tanx

tan2x

Soit (a, b) € R?. Montrer que :

est-elle bien défi-

Exercice 7| eeo Soitx #0 [2n]. Montrer par récurrence que :
. (n+1) .
sin (%) sin (%)

sin(3)

sinx +sin(2x) +... +sin(nx) =

Exercice 8 | eee Montrer que pourtoutn=1ona:

cos(zll):%\}2+\/2+\/2+m

n fois le nombre 2

sin(;—ﬂ):%\2—\/2+\/2+\/,..+\/§.

n fois le nombre 2

et

m Equations & Inéquations

Exercice 9| eoo Résoudre sur R les équations suivantes et représenter les solu-
tions sur le cercle trigonométrique :

1. cos(bx)= V3 2. sin(4x)=-

1
2 2

3. tan(3)=-1 4 tan(2x)=—\/3.

Exercice 10 | eoo Résoudre sur R les équations suivantes :
cos(x) +v/3sin(x) + v/2 =0,
3tan®(x) —4/3tan(x) +3 =0,
31) Chercher a, b, c de sorte que :
VxeR, 2x*+x*-2x-1=(x-1)(ax*+bx+c).
3.2) Résoudre 2 cos®(x) —sin?(x) —2cos(x) = 0.

1
4, sinx+ =0
4cosx
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Exercice 11| eoo Résoudre dans R I'équation :
[z)=50(F)
cosx —cos|—=|=sin|—].

2 4

Exercice 12| eeo [ThomasDA-Antoine DEl  Résoudre dans R I'équation :
cos(x) —cos(3x) + cos(5x) = 0.

Exercice 13 | eoo Résoudre les inéquations suivantes dans R, puis dans [0, 27|

et[—-m,m[:

1 : V3
1 7§tan (B3x)>1 2. sin(3x)=-%
3. \/Ecos (Bx)<1 4, tan(x) <1
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o ET (N \K) ¥ Calculs de sommes et produits

={a+0,a+1,...,a+(b—a)}l.

1 Notations ) et [[...coeennne. Résumé & Plan Il contient donc b — a + 1 éléments.
2 Coefficients binomiaux et for- Vous avez peut-étre déja rencon-
mule du binéme................. tré la notation ) dans les classes
Sommes doubleS ........ou..... antérieures. Nous allons la revoir
EXErciCes ......ccvvvviennnnnene. dansSicechiapire)etenicomplement
454554+ 6%+ 754954 115= voir son analogue pour les produits. Le triangle de PASCAL était
195 Enfin on termine avec les sommes déja connu en Orient et au

doubles ainsi qu'une généralisation
— iez- 2 . o
Le saviez-vous?  (es jdentités remarquables : la for-
mule du bindme de NEWTON.

Moyen-Orient plusieurs
siecles avant la publication
de Blaise PASCAL.

— Le saviez-vous?
® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un 9.
Les énoncés et faits a la limite du programme, mais tres classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a un concours, il faut
donc en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés
comme un exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
PCSI, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-

lerons pas en cours. n NOTATIONS Z ET 1_[

Pour commencer, nous allons introduire diverses notations et régles de calculs.

@ Cadre n Sommes

Dans tout le chapitre, 'ensemble [ désignera R ou C. L'ensemble C désigne

les « nombres complexes », que nous étudierons dans un prochain chapitre. Les lycée, vous avez peut-étre déja rencontré des formules de ce type. « Pour g # 1,
exemples de ce cours resteront donc dans R pour le moment.

ona:

1 _ qn+1
0 1 2 3, ... n_
On rappelle que pour tout couple d’entiers (a, b) € Z* tels que a < b, on a défini g +q +qg g tetq= 1-g -
[a, b] comme étant : Lutilisation des points de suspension pour écrire cette somme rend I’écriture assez
[a, b] =[a,b]nZ={a,a+1,...,b} lourde et potentiellement compliquée a manipuler. Ce chapitre introduit une nota-



